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Résumé

L’allocation optimale d’un plan de sondage s’exprime fréquemment comme un problème d’optimi-
sation convexe sous contraintes. Plusieurs packages R permettent de traiter ce type de calculs. Ce
document propose une implémentation en R, adaptée aux enquêtes de l’OFS, capable de gérer de
multiples contraintes de précision et une population finement stratifiée. Le plan de sondage retenu
est le plan de Poisson, mais la méthode présentée est applicable à de nombreux contextes. Pour des
solutions entières, nécessaires notamment pour les plans stratifiés simples, des approches existent
dans la littérature (Wright, 2014), mais cette problématique n’est pas abordée ici car elle n’est pas
requise pour les enquêtes de l’OFS.

Abstract

The optimal allocation of a sampling design is often formulated as a constrained convex optimi-
zation problem. Several R packages allow for such computations. This document presents an R
implementation tailored to OFS surveys, capable of handling multiple precision constraints and a fi-
nely stratified population. The sampling design used is the Poisson design, but the proposed method
applies to a wide range of contexts. For integer solutions, which are necessary for simple stratified
designs, approaches exist in the literature (Wright, 2014), but this issue is not addressed here as it
is not required for OFS surveys.
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1 Introduction

Dans les enquêtes, il est courant de s’intéresser à plusieurs variables et à plusieurs domaines pour
lesquels une certaine précision est recherchée. Lorsque ces variables sont corrélées avec les va-
riables principales de l’enquête, cela permet de réduire la variance des estimateurs et ainsi d’amé-
liorer la précision globale des résultats. Ce document présente la conception de plans de sondage
fondée sur l’optimisation convexe. L’élaboration du plan et de son allocation repose fréquemment
sur l’utilisation de variables auxiliaires disponibles dans le cadre de sondage, notamment lors du
calage.

1.1 Considérations théoriques

Supposons une population stratifiée U = {U1, . . . , UH} de tailles respectives {N1, . . . , NH}, et des
variables d’intérêt yjk pour k ∈ U , j = 1, . . . , J . L’allocation optimale sous contraintes de taille ou de
budget peut être calculée pour une combinaison de variables d’intérêt (Koubi & Mathern (2009)). Ici,
une allocation de taille minimale sous contraintes multiples de précision est recherchée (Chromy,
1987). Pour un ensemble de domaines D où une précision particulière est requise, le problème à
résoudre est :

« Quelle allocation par strate (n1, . . . , nH), de taille totale minimale, satisfait les contraintes de pré-
cision pour l’estimation des totaux Y1, . . . , YD sur les domaines d = 1, . . . , D ? »

Lorsque l’on vise une seule variable d’intérêt et une précision globale, l’allocation de Neyman (Ney-
man, 1934) est optimale. Pour plusieurs objectifs et domaines, une approche consiste à appliquer
l’allocation de Neyman à chaque variable, puis à retenir la valeur maximale par strate, ce qui peut
conduire à des échantillons volumineux et à des écarts de précision importants. Ce problème se
reformule comme une optimisation convexe, avec la possibilité de fixer des bornes inférieures et
supérieures sur le nombre d’unités par domaine.

minimiser
∑
h∈H

nh

tel que nmin ⩽ nh ⩽ Nh, h = 1, . . . ,H

nd ⩽
∑

h∈H|h∈d

nh ⩽ Nd, h = 1, . . . ,H, d = 1, . . . , D√
var(Ŷjd)/Yjd ⩽ CVjd, d = 1, . . . , D, j = 1, . . . , J

(1)

où CVjd est le coefficient de variation maximal à atteindre dans le domaine d pour la variable j.
Cette contrainte peut s’écrire :

var(Ŷjd) ⩽ (YjdCVjd)
2, d = 1, . . . , D, j = 1, . . . , J.

En pratique, var(Ŷjd) et Yjd sont inconnus et estimés à partir de variables proxy ou d’enquêtes
antérieures. Il peut arriver que les contraintes de taille rendent le problème d’optimisation sans
solution (infaisable). Dans ce cas, il est nécessaire d’ajuster progressivement certaines contraintes
(par exemple, en relâchant les exigences de précision ou en modifiant les bornes de taille) jusqu’à
obtenir une solution réalisable.
Les objectifs de précision dans l’équation (1) dépendent directement de la variance de l’estimation
des totaux des variables d’intérêt. La suite du document montre comment standardiser l’écriture
de la variance de l’estimateur du total dans un plan de Poisson avec non-réponse et calage. Pour
alléger la notation, il est supposé qu’il n’y a qu’une seule variable d’intérêt (J = 1) et l’indice j est
omis dans la suite.
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1.2 Plan simple avec non-réponse

L’estimateur de Horvitz-Thompson dans un plan stratifié s’écrit :

Ŷ =
∑
k∈S

yk
πk

=
H∑

h=1

∑
k∈h

yk
πk

=
H∑

h=1

Ŷh.

La variance pour un plan simple avec non-réponse est donnée par :

var(Ŷ ) =

H∑
h=1

N2
hS

2
hrh

nh
−

H∑
h=1

NhS
2
h (2)

où rh = 1/ph est l’inverse de la probabilité de réponse dans la strate h, généralement estimée
par r̂h = 1/p̂h. Cette expression montre que la variance est nulle si nh = Nh et que le taux de
réponse est 1. Les coefficients de variation minimums calculés ainsi indiquent la meilleure précision
atteignable et servent à ajuster les objectifs de l’allocation convexe.

1.3 Plan Poisson avec non-réponse et estimateur calé

Soient xk des variables auxiliaires disponibles pour le calage, et wk les poids issus du calage.
L’estimateur du total est :

Ŷ =
∑
k∈S

wkyk.

La variance de l’estimateur sous un plan de Poisson s’écrit :

var(Ŷ ) =

H∑
h=1

dh
nh

−
H∑

h=1

fh (3)

où rk = 1/pk est l’inverse des probabilités de réponse et ek les résidus de la régression de la
variable d’intérêt sur les variables de calage. Comme précédemment, rh est estimé par r̂h.
Cette allocation a été utilisée dans plusieurs enquêtes entreprises à l’OFS, notamment par Qualité
& Potterat (2020) pour l’enquête suisse sur la structure des salaires 2018 et par Chevalier (2024)
pour la statistique de la valeur ajoutée 2021.

1.4 Variable issue d’une enquête précédente

Lorsque la variable d’intérêt y n’est connue que sur un échantillon, S2
h peut être estimé par :

Ŝ2
h =

1

N̂h − 1

∑
k∈h

wky
2
kak −

Ŷ 2
h

N̂h(N̂h − 1)
.

où N̂h =
∑

k∈hwk et ak est l’indicatrice d’appartenance à l’échantillon. Si les poids sont issus d’un
calage, la différence entre N̂h et Nh est supposée faible. Pour un plan de Poisson avec estimateur
calé, les poids de l’enquête précédente peuvent être utilisés pour estimer la variance :

v̂ar(Ŷ ) =

H∑
h=1

∑
k∈h

wk
Nhr̂ke

2
k

nh
−

H∑
h=1

∑
k∈h

wke
2
k.
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FIGURE 1 – Illustration de la variable plan.

plan

varinfos_plan

var[[1]] var[[2]] var[[D]]. . .

info_ctr Dh Bh

2 Allocation multiple

Le programme est codé en R. La fonction principale, alloc_mult, prend en argument une list
contenant toutes les contraintes souhaitées. Cette structure est identique quel que soit le problème
(voir figure 1), ce qui permet à la fonction de formuler correctement le problème et de le soumettre
au solveur (Fu et al., 2020). Le solveur effectue ensuite l’allocation optimale.

— infos_plans contient les informations générales du plan concernant les strates (taille des
strates Nh, taille minimale et maximale nhmin, nhmax, strates exhaustives exh).

— var est une liste contenant autant d’éléments qu’il y a de domaines d’intérêt, chaque élément
décrivant les contraintes associées à un domaine.

— info_ctr contient les informations sur les domaines nécessaires au plan (estimations sur
le domaine, coefficient de variation, etc.).

2.1 Allocation de Neyman

Un exemple simple montre que le programme retrouve l’allocation de Neyman (Neyman, 1934)
lorsque le domaine est la population et qu’un unique objectif est fixé.
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Dans l’exemple ci-dessous, un jeu de données simulé (swiss_exNeyman) est utilisé pour illustrer la
démarche. La structure du plan d’échantillonnage est d’abord créée, puis les contraintes de préci-
sion pour la variable d’intérêt sont définies. La fonction alloc_mult est ensuite utilisée pour calculer
l’allocation optimale. Enfin, le résultat obtenu est comparé à la formule analytique classique de Ney-
man afin de valider la méthode.

data("swiss_exNeyman")
dt <- data.table::copy(swiss_exNeyman)

plan <- rep(list(NULL),2)
names(plan) <- c("infos_plan","var")

# fonctions internes pour créer les éléments du plan
plan$infos_plan <- create_infos_plan(dt)
plan$var <- dhbh_simple(dt = dt,

ycols = "y1",
domcols = "dom1",
cvcols = "cv1")

# informations générales du plan
plan$infos_plan

#> get Nh rh exh nhmin nhmax
#> <int> <num> <num> <num> <num> <num>
#> 1: 1 589 1 0 1 589
#> 2: 2 913 1 0 1 913
#> 3: 3 321 1 0 1 321
#> 4: 4 171 1 0 1 171
#> 5: 5 471 1 0 1 471
#> 6: 6 186 1 0 1 186
#> 7: 7 245 1 0 1 245

# exemple de contrainte
plan$var[[1]]$info_ctr

#> dom1 y1 cv1 min1
#> <num> <int> <num> <num>
#> 1: 1 1270996 0.03 2.716507e-10

res <- alloc_mult(plan)
res

#> - The data output can be accessed using '$' operator.
#>
#> - Objects :
#> result Dh Bh cv statut nh_org nh Nh
#>
#> - Statuts solver : optimal
#> - Size of the population : 2896
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#> - Size of the sample : 1076.274
#> - Size of the sample rounded : 1077
#>
#> - 10 first CV calculated with the 'nh_org' :
#>
#> cvtarget cv cvmin
#> 1 3.00 3.00 0.00

# calcul des quantités nécessaires pour calculer l'allocation de Neymann
Sh <- swiss_exNeyman[, lapply(.SD, sd), .SDcols = c("y1"),by = strate]
NhSh <- (plan$infos_plan$Nh * Sh[[2]])
NhSh2 <- plan$infos_plan$Nh*Sh[[2]]^2
cv <- unique(swiss_exNeyman$cv1)
nh_ney <- sum( NhSh )^2 / ( (cv*sum(swiss_exNeyman$y1) )^2 + sum(NhSh2) )

nh_ney

#> [1] 1076.275

sum(res$nh_org)

#> [1] 1076.274
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2.2 Statistique de la valeur ajoutée

La statistique de la valeur ajoutée (en allemand, Wertschöpfungsstatistik, abrégé en "WS") est le ré-
sultat d’une enquête par échantillonnage réalisée chaque année par l’Office fédéral de la statistique.
L’enquête sur la valeur ajoutée recueille des informations auprès d’entreprises suisses. Ces infor-
mations permettent de calculer, pour chaque unité répondante, des indicateurs tels que le chiffre
d’affaires, la production brute, les consommations intermédiaires, la masse salariale ou la valeur
ajoutée. L’objectif principal de l’enquête est d’estimer le total de la valeur ajoutée sur des domaines
donnés, tels que les domaines d’activités économiques NOGA. Les résultats de ces estimations
sont notamment utilisés dans le calcul du produit intérieur brut (PIB).
Ci-dessous, un exemple sur la création de la structure du plan et l’allocation pour la WS 2024, avec
cinq objectifs de précision. Les données utilisées proviennent des résultats de l’enquête WS 2023
et des fichiers produits lors de l’élaboration du plan de sondage WS 2024. Les données issues de
l’enquête précédente et les fichiers nécessaires à la construction du plan sont d’abord chargés. La
structure du plan d’échantillonnage est ensuite créée, puis les contraintes de précision pour plu-
sieurs domaines sont définies. Enfin, la fonction alloc_mult permet d’obtenir l’allocation optimale
répondant simultanément à ces différents objectifs.

# informations générales du plan
plan$infos_plan

#> get Nh rh exh nhmin nhmax
#> <num> <int> <num> <int> <num> <int>
#> 1: 101 1206 18.476944 0 48.95290 1206
#> 2: 102 645 7.604757 0 63.61150 645
#> 3: 103 460 3.420022 0 100.87654 460
#> 4: 104 245 1.000000 1 245.00000 245
#> 5: 105 46 1.000000 1 46.00000 46
#> ---
#> 409: 607081 74 3.792520 0 14.63407 74
#> 410: 607082 48 2.685342 0 13.40611 48
#> 411: 607083 52 1.314487 0 29.66938 52
#> 412: 607084 16 1.000000 1 16.00000 16
#> 413: 607089 2 1.000000 1 2.00000 2

# exemple de contrainte
plan$var[[3]]$info_ctr

#> y2 domaine2 cv2
#> 1 361303.7 1 0.04
#> 2 269297.6 2 0.04
#> 3 299792.8 3 0.04
#> 4 295494.2 4 0.04
#> 5 158933.7 5 0.04
#> 6 250754.2 6 0.04
#> 7 78204.3 7 0.07

# allocation
res <- alloc_mult(plan, solver = "CLARABEL")
res
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#> - The data output can be accessed using '$' operator.
#>
#> - Objects :
#> result Dh Bh cv statut nh_org nh Nh
#>
#> - Statuts solver : optimal
#> - Size of the population : 164202
#> - Size of the sample : 22682.06
#> - Size of the sample rounded : 22685
#>
#> - 10 first CV calculated with the 'nh_org' :
#>
#> cvtarget cv cvmin
#> 1 2.00 0.85 0.63
#> 2 6.00 5.78 3.02
#> 3 3.50 3.50 2.43
#> 4 2.90 2.90 2.33
#> 5 0.40 0.25 0.25
#> 6 4.90 4.90 4.31
#> 7 3.30 3.30 2.32
#> 8 1.40 1.36 1.24
#> 9 3.60 3.60 1.28
#> 10 6.70 6.70 6.56

3 Conclusion

Ce document a présenté une approche de l’allocation optimale dans les plans de sondage, fondée
sur l’optimisation convexe et la gestion simultanée de multiples contraintes de précision. L’implémen-
tation en R proposée permet de traiter efficacement des populations stratifiées et de répondre aux
exigences spécifiques des enquêtes entreprises menées par l’OFS. Les exemples et applications
démontrent la flexibilité de la méthode, qui s’adapte à différents contextes et objectifs d’enquête.
Cette approche contribue à améliorer l’efficacité des plans d’échantillonnage en optimisant la re-
lation entre la taille de l’échantillon et la précision obtenue. Ses avantages sont particulièrement
évidents dans un contexte multivarié où plusieurs variables cibles doivent être prises en compte.
Grâce à ces caractéristiques, elle a déjà été utilisée dans diverses enquêtes menées par l’OFS.
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A Plans supplémentaires

A.1 Plan Poisson et non-réponse

La variance sous un plan de Poisson pour un estimateur avec de la non-réponse s’écrit :

Ŷ =
∑
k∈S

yk
πkp̂k

et se calcule via la formule suivante :

var(Ŷ ) =
∑
k∈U

(
1

πkp̂k
− 1

)
y2k

=
∑
k∈U

1

πkp̂k
y2k −

∑
k∈U

y2k

=

H∑
h=1

∑
k∈h

Nhr̂ky
2
k

nh
−

H∑
h=1

∑
k∈h

y2k

=

H∑
h=1

dh
nh

−
H∑

h=1

fh

où rk = 1/p̂k. Dans le cas où la variable d’intérêt y est connue uniquement sur l’échantillon, comme
par exemple la variable d’intérêt d’une enquête précédente, la pondération de l’enquête précédente
est utilisée pour estimer correctement ces sommes. Soit wk le poids de l’enquête précédente, la
quantité précédente s’estime alors par la formule suivante :
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v̂ar(Ŷ ) =
∑
k∈S

wk

(
1

πkp̂k
− 1

)
y2k

=

H∑
h=1

∑
k∈h

wk
Nhr̂ky

2
k

nh
−

H∑
h=1

∑
k∈h

wky
2
k.

A.2 Plan à deux degrés

La variance sous un plan de Poisson à deux degrés s’écrit :

var(Ŷ ) ≈
∑
k=1

(
1

πkpk
− 1

)
e2k +

∑
k=1

1

πkpk
µ2
k

(
1− mk

µk

)
S2
k

mk

En posant πk = nh/Nh si k ∈ h, on obtient la formulation suivante :

var(Ŷ ) ≈
∑
k=1

(
1

πkpk
− 1

)
e2k +

∑
k=1

1

πkpk
µ2
k

(
1− mk

µk

)
S2
k

mk

=

H∑
h=1|h∈d

dh
nh

−
H∑

h=1|h∈d

fh

où

dh = Nh

∑
k∈h

[
e2k + µ2

k

(
1− mk

µk

)
S2
k

mk

]
et fh =

∑
k∈h

e2k

Comme précédemment, les poids calés d’une enquête précédente peuvent être utilisés pour estimer
la variance :

v̂ar(Ŷ ) =

H∑
h=1|h∈d

∑
k∈h

wk
dh
nh

−
H∑

h=1|h∈d

∑
k∈h

wke
2
k.
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