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Résumé

L’analyse des cycles économiques, et en particulier la détection précoce des points de retourne-
ment, est un sujet majeur dans 1’analyse de la conjoncture. Les moyennes mobiles, ou les filtres
linéaires, sont omniprésents dans les méthodes d’extraction de la tendance-cycle et d’ajustement
saisonnier. Au centre de la série, des moyennes mobiles symétriques sont appliquées '. Cepen-
dant, en raison du manque d’observations futures, les estimations en temps réel doivent s’appuyer
sur des moyennes mobiles asymétriques. C’est ce qui est par exemple fait dans les méthodes
de désaisonnalisation les plus utilisées, TRAMO-SEATS et X-13ARIMA, qui prolongent la
série sur 1 an par un modele ARIMA. Les prévisions étant des combinaisons linéaires du passé,
cela revient en réalité a utiliser des moyennes mobiles asymétriques dont les coefficients sont
optimisés par rapport a la prévision avec une longueur d’avance.

La construction de moyennes mobiles asymétriques performantes en termes de fidélité (préser-
vation du signal), de révision, de lissage et de déphasage (délais dans la détection de points
de retournement) est un sujet de recherche toujours ouvert. Cette étude décrit et compare des
approches récentes pour la construction de moyennes mobiles asymétriques, utilisées pour 1’es-
timation en temps réel de la tendance-cycle : filtres polynomiaux locaux (PROIETTI et LUATI
2008 ; GRAY et THOMSON 1996) ; méthodes basées sur une optimisation sous contrainte d’une
somme pondérée de criteres de qualité des moyennes mobiles (GRUN-REHOMME, GUGGEMOS
et LADIRAY 2018; WILDI et MCELROY 2019) ; et filtres basés sur les espaces de Hilbert a
noyau reproduisant (RKHS) DAGUM et BIANCONCINT (2008). Elle montre également comment
les filtres polynomiaux locaux peuvent étre étendus pour inclure un critere de temporalité afin

1. C’est-a-dire que pour estimer la tendance-cycle a la date ¢, on utilise autant de points dans le passé que dans
le futur et le méme poids est associé aux observations passées et futures.
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de minimiser le déphasage. Enfin, cette étude montre qu’il est possible d’établir une approche
unificatrice générale qui permet de reproduire I’ensemble des méthodes étudiées.

La comparaison des méthodes sur séries simulées montre qu’il est important d’adapter la longueur
du filtre a la variabilité de la série. Méme si certains filtres RKHS pourraient donner des résultats
satisfaisant en termes de délais dans la détection des points de retournement, leur utilisation doit
étre limitées aux premieres estimations de la tendances-cycles. Lorsque 1’on se rapproche de
I’estimation finale (i.e., lorsque beaucoup de points dans le futur sont connus), d’autres méthodes
devraient étre utilisées afin de limiter les révisions. Les filtres RKHS sont par ailleurs sujets a
problemes d’optimisation. Enfin, lorsque la longueur du filtre est adapté a la variabilité de la
série, chercher a conserver des tendances polynomiales de degré supérieur a un semble introduire
de la variance dans les estimations (et donc plus de révisions) sans gain significatif en termes de
détection de point de retournement.

Cette étude est reproductible. En particulier, toutes les méthodes décrites sont implémentées
dans le package @ rjdfilters (https://github.com/palatej/rjdfilters) et tous les codes utilisées
sont disponibles sous https://github.com/AQLT/articles.

Abstract

This paper describes and compares different approaches to build asymmetric filters: local poly-
nomials filters, methods based on an optimization of filters’ properties (Fidelity-Smoothness-
Timeliness, FST, approach and a data-dependent filter) and filters based on Reproducing Kernel
Hilbert Space. It also describes how local polynomials filters can be extended to include a
timeliness criterion to minimize phase shift. All these methods can be seen as a special case of a
general unifying framework to derive linear filters.

This paper shows that, when the length of the filter is adapted to the variability of the series,
constraining asymmetric filters to preserve constant trends (and not necessarily polynomial ones)
reduce revision error and time lag. Therefore, future studies on the subject can focus on these
filters. Moreover, with RKHS filters some optimisation issues can occurs and they might lead
to erratic estimation. They might be able to produce satisfying results in terms of phase-shift
and revisions, but they should be avoid for the last estimates of the trend-cycle component: other
methods should then be prefered to reduce revisions with the final estimates.

All the methods are implemented in the @ package rjdfilters and the results can be easily
reproduced. The programs used, and a web version of this report, are available at https://github.c
om/AQLT/articles.
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Introduction

L’analyse du cycle économique, et en particulier la détection rapide des points de retournement
d’une série, est un sujet de premiere importance dans I’analyse de la conjoncture économique.
Pour cela, les indicateurs économiques sont généralement corrigés des variations saisonnieres.
Toutefois, afin d’améliorer leur lisibilité, il peut étre nécessaire d’effectuer un lissage supplémen-
taire afin de réduire le bruit, et ainsi analyser la composante tendance-cycle. Par construction,
les méthodes d’extraction de tendance-cycle sont étroitement liées aux méthodes de désaison-
nalisation puisqu’elles sont généralement appliquées sur des séries corrigées des variations
saisonnieres.

Les moyennes mobiles, ou les filtres linéaires, sont omniprésents dans les méthodes d’extrac-
tion du cycle économique et d’ajustement saisonnier 2. Ainsi, la méthode de désaisonnalisation
X-13ARIMA-SEATS utilise des moyennes mobiles de Henderson et des moyennes mobiles
composites pour estimer les principales composantes d’une série chronologique, tandis que
TRAMO-SEATS utilise des filtres de Wiener-Kolmogorov. Au centre de la série, des filtres sy-
métriques sont appliqués. En revanche, en raison du manque d’observations futures, pour estimer
les points les plus récents, toutes ces méthodes doivent s’appuyer sur des filtres asymétriques.
Par exemple, méme si X-13ARIMA-SEATS et TRAMO-SEATS appliquent des moyennes symé-
triques aux prévisions obtenues a partir d’un modele ARIMA, cela revient a appliquer des filtres
asymétriques en fin de série, car les valeurs prédites sont des combinaisons linéaires de valeurs
passées.

Si ces moyennes mobiles asymétriques ont de bonnes propriétés concernant la taille des révisions
futures induites par le processus de lissage 3, elles induisent également des déphasages qui
retardent en général la détection en temps réel des points de retournement.

L’ objectif de cette étude est de décrire et de comparer les approches récentes permettant 1’extrac-
tion de tendance-cycle : filtres polynomiaux locaux, méthodes basées sur une optimisation des
propriétés des filtres et filtres basés sur les espaces de Hilbert a noyau reproduisant (RKHS).
Toutes ces méthodes sont implémentées dans le package @ rjdfilters?, tous les résultats
de cette étude sont facilement reproductibles. En raison du lien entre la désaisonnalisation et
I’extraction de tendance-cycle (section 1), nous nous concentrons sur les méthodes non paramé-
triques qui peuvent étre incluses dans X-13ARIMA-SEATS. Apres une description des propriétés
générales d’un filtre linéaire (section 2), nous décrivons une approche générale qui permet d’en-
glober les différentes méthodes développées par PROIETTI et LUATI (2008), GRAY et THOMSON
(1996), GRUN-REHOMME, GUGGEMOS et LADIRAY (2018), WILDI et MCELROY (2019) et
DAGUM et BIANCONCINI (2008) (sections 3 a 5) et nous mettrons également en exergue les
liens théoriques entre ces différentes variables. Enfin, dans la section 6, nous comparons les
différentes méthodes en termes de déphasage et de révisions, en les appliquant sur des séries
simulées et réelles.

2. Une moyenne mobile est une méthode statistique qui consiste a appliquer une moyenne pondérée glissante a
une série temporelle : a chaque date ¢ on calcule une moyenne pondérée de p points passés et g points futurs ou
p,q > 0 dépend de la moyenne mobile.

3. Voir par exemple PIERCE (1980).

4. https://github.com/palatej/rjdfilters.
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1 De la désaisonnalisation a I’estimation tendance-cycle

La plupart des indicateurs macroéconomiques (PIB, production, consommation, etc.) sont affectés
par des effets saisonniers et des effets jours ouvrables qui perturbent 1’analyse des évolutions
infra-annuelles et les comparaisons spatiales. C’est pourquoi les séries chronologiques sont
généralement corrigées des variations saisonnieres et des jours ouvrables, la désaisonnalisation
étant le processus consistant a supprimer leurs effets.

Pour effectuer la désaisonnalisation, les méthodes de désaisonnalisation les plus populaires sont
TRAMO-SEATS, une méthode paramétrique basée sur les modeles ARIMA (voir par exemple
MARAVALL et CAPORELLO (2004)), et X-13ARIMA-SEATS, une méthode non-paramétrique
basée sur les moyennes mobiles (voir par exemple LADIRAY et QUENNEVILLE (2011)). Ces
méthodes supposent que toute série temporelle X; peut se décomposer en quatre composantes :

1. Une composante saisonniere S;.
2. Une composante jours ouvrables D;.

3. Une composante tendance-cycle 7C; qui contient la tendance (qui représente les évo-
lutions de long terme) et le cycle (qui représente les évolutions cycliques autour de la
tendance). Dans ce cas, la tendance et le cycle sont estimés conjointement : les deux
composantes peuvent en effet étre difficiles a séparer (comment différentier les cycles
courts des cycles longs ?) et les méthodes étudiées sont souvent appliquées sur des courtes
(Ies cycles longs sont alors difficilement estimables).

4. Une composante irréguliere I; qui contient toutes les autres fluctuations.

Toutes ces composantes étant inobservées, 1’estimation de 1’une dépend de I’estimation des autres.
Ainsi, méme si dans ce rapport, nous nous intéresserons aux méthodes d’extraction de tendance-
cycle, celles-ci ne peuvent s’étudier indépendamment du processus du désaisonnalisation. Ce
lien explique également que toutes les méthodes utilisées dans ce rapport sont implémentées
dans les bibliotheques de Java de JDemetra+ >, le logiciel de désaisonnalisation recommandé par
Eurostat. Une interface @ a I’ensemble des a été développée autour des méthodes présentées

dans cette étude, grice au package rjdfilters®.

Les filtres linéaires (ou moyennes mobiles) sont omniprésents dans la désaisonnalisation et
I’estimation des différentes composantes. Au centre de la série, des filtres dits symétriques sont
appliqués (pour estimer une composante a la date ¢, on utilise autant de points apres ¢ qu’avant
t). Pour extraire la tendance-cycle, le filtre symétrique le plus connu est celui de HENDERSON
(1916), notamment utilisé dans 1’algorithme X-13ARIMA. Cependant, en raison du manque
d’observations futures, les estimations en temps réel doivent s’appuyer sur des moyennes mobiles
asymétriques. Les moyennes mobiles asymétriques classiques minimisent les erreurs de révision
mais introduisent des retards dans la détection des points de retournement (appelé déphasage,
voir section 2).

Dans la littérature, différentes approches ont été envisagées pour 1’extraction de tendance-cycle
en temps réel /. Parmi les plus récentes, on peut citer :

5. Voir https://github.com/jdemetra/jdemetra-core.

6. Disponible sur https://github.com/palatej/rjdfilters.

7. Voir par exemple ALEXANDROV et alii (2012) pour une revue de la littérature sur les méthodes d’extraction
de tendance.
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— Les Model-Based Approach — approches basées sur les modeles — supposent la spécifi-
cation d’un modele stochastique pour la tendance (modele ARIMA, modele d’espace
d’état, etc.) et les estimations sont obtenues en minimisant une fonction de pénalité,
généralement I’erreur quadratique moyenne. C’est par exemple le cas du filtre de Kalman,
du filtre de Wiener-Kolmogorov (utilis€ dans TRAMO-SEATYS) et de 1’ Approche par
Filtre Direct de WILDI et MCELROY (2019) (section 4).

— Les méthodes d’extraction non paramétriques ne supposent pas que la structure d’un
modele est fixe et peuvent étre facilement appliquées a n’importe quelle série temporelle.
C’est par exemple le cas des filtres d’Henderson et de MUSGRAVE (1964) (utilisés
dans X-13ARIMA). Les méthodes classiques peuvent étre vues comme des régressions
polynomiales locales, approche généralisée par PROIETTI et LUATI (2008) (section 5.1).
Les estimateurs non paramétriques peuvent également étre reproduits en exploitant la
méthodologie de I’espace de Hilbert du noyau reproducteur (RKHS), comme cela est fait
par DAGUM et BIANCONCINI (2008) (section 5.4).

Bien que ces auteurs aient proposé des approches générales pour construire des filtres linéaires, ils
ne font référence qu’aux méthodes les plus classiques (Henderson, Musgrave, Hodrick-Prescott,
etc.) sans faire le lien avec les autres méthodes récentes. Dans cette étude, nous proposons une
approche unificatrice générale qui permettrait de reproduire 1’ensemble de ces méthodes. Cela a
un double intérét. D’une part, cela permet de faire une premiere revue de la littérature sur les
méthodes de construction des filtres linéaires pour 1’analyse conjoncturelle. D’autre part, cela
permet de montrer les liens entre toutes ces approches et de les comparer en utilisant une méme
méthodologie.

Pour cela nous utiliserons 1’approche générale d¢ GRUN-REHOMME, GUGGEMOS et LADIRAY
(2018) (section 3.1) qui ont également proposé une procédure globale pour construire des
moyennes mobiles asymétriques permettant de minimiser les effets de déphasage (section 3.2).
Des diagrammes synthétiques des liens entre les différentes méthodes étudiées sont présentés
dans I’annexe A.

Nous nous intéresserons uniquement aux estimations intermédiaires de la tendance-cycle faites
en temps réels. Le filtre symétrique utilisé pour les estimations finales ne sera pas remis en cause
et sera celui d’Henderson. Nous nous concentrons également sur les méthodes qui pourraient étre
implémentées dans X-13ARIMA. Pour maintenir la cohérence avec 1’approche non paramétrique
de X-13ARIMA, nous nous concentrons sur les méthodes d’extraction non paramétriques. C’est
pourquoi ni les filtres de I’approche de WILDI et MCELROY (2019) (section 4), ni d’autres
approches basées sur des modeles ne sont, pour I’instant, utilisées dans les simulations. Méme si
les différentes méthodes sont comparées en les appliquant sur des séries déja désaisonnalisée,
elles peuvent étre intégrées dans 1’algorithme de désaisonnalisation X-11 grace a la fonction
rjdfilters::x11(). L’ensemble des filtres utilisés sont résumés dans I’annexe B.

2  Quelques propriétés sur les moyennes mobiles

Cette section présente les définitions et les propriétés des moyennes mobiles utiles pour com-
prendre les méthodes présentées dans les prochaines sections. Pour plus de détails sur les
moyennes mobiles, voir par exemple LADIRAY (2018).

Soient deux entiers p et f. Une moyenne mobile Mg ou M est un opérateur linéaire définit par un
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ensemble de coefficients 8 = (6_,, ..., 0¢)" qui transforme toute série temporelle X; en :

+f
Mo(X:) =Y OiXiix-
k=—p

On a les définitions suivantes :

— La quantité p+ f + 1 est appelée ordre de la moyenne mobile.

— Lorsque p = f la moyenne mobile est dite centrée. Si de plus on a Vk: 0_; = 6, la
moyenne mobile My est dite symétrique. Dans ce cas, la quantité h = p = f est appelée
fenétre (bandwidth).

2.1 Gain et fonction de déphasage

Soit X; = e " avec € [0, ]. La moyenne mobile My transforme X; en :

+f , .
Yl — MQXI _ Z ek e—l(z)(H-k) — Z eke—l(l)k 'Xl‘-
k=—p k=—p

La fonction I'g (@) = Z,—;f p Ore Ik est appelée fonction de transfert ou fonction de réponse en

fréquence (frequency response function) 8. Elle peut étre réécrite en :
To() = pg(@)e (),
ol pg(®) = Gy(®) = |I'g(w)| est la fonction de gain ou d’amplitude et @g(w) est le déphasage
(phase shift ou time shift) °. Pour tous les filtres symétriques on a ®¢(®) = 0 (modulo ).
En somme, appliquer une moyenne mobile a une série harmonique la modifie de deux facons :

— en la multipliant par un coefficient égal a pg (®) (gain) ;
— en la « décalant » dans le temps de @y (®)/®, ce qui a un impact sur la détection des
points de retournement (déphasage) '°.

2.2 Propriétés souhaitables d’'une moyenne mobile

Pour décomposer une série temporelle en une composante saisonniere, une tendance-cycle
et I'irrégulier, 1’algorithme de décomposition X-11 (utilisé dans X-13ARIMA) utilise une
succession de moyennes mobiles ayant toutes des contraintes spécifiques. Dans cette sous-
section nous décrivons deux types de contraintes :

— la préservation de certaines tendances ;
— la réduction du bruit.

8. La fonction de transfert peut &tre définie de maniére équivalente par I'g (@) = Z,;f - » 0e’®* ou Ty(w) =
22_:}:,; ekeZﬂiiwk.
99(®)

9. Cette fonction est parfois définie comme ¢g (@) = 2~ pour mesurer le déphasage en termes de période.

10. Lorsque ¢g(w)/® > 0 le déphasage est positif : le point de retournement est détecté avec retard.
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2.2.1 Préservation de tendances

Il est souvent souhaitable qu’une moyenne mobile conserve certaines tendances. Une moyenne
mobile My conserve une fonction du temps f(¢) si Vi : Mg f(t) = f(¢).

Nous avons les propriétés suivantes pour la moyenne mobile My :

— Pour conserver les constantes X; = a il faut que

Vt : My X, Z GkX,+k— Z 6a=a Z 6, =a.
k=—p k=—p k=—p

C’est-a-dire qu’il faut que la somme des coefficients }, 7 A 9k soit égale a 1.
— Pour conserver les tendances linéaires X; = at + b il faut que

+f +f +f +f
Vi:Mo(X))= Y OXik= Y, Ola(t+k)+bl=a ) k6+(at+b) Y 6=ar+b.
k=—p k=—p k=—p k=—p

Ce qui est équivalent a :

— De maniere générale, My conserves les tendances de degré d si et seulement si :
+f s A
Y 6=1letvje[ld]: ) K6=0
k=—p k=—p
— Si My est symétrique (p = f et O_; = 6;) et conserve les tendances de degré 2d alors
elle conserve aussi les tendances de degré 2d 4 1.
2.2.2 Réduction du bruit

Toutes les séries temporelles sont affectées par du bruit qui peut brouiller I’extraction du signal.
C’est pourquoi on cherche a réduire ce bruit (en réduisant sa variance) tout en conservant le
signal (en utilisant les propriétés vues dans les sections précédentes). La somme des carrés des
coefficients Z,j:f p sz est le rapport de réduction de la variance.

En effet, soit {& } une suite de variables aléatoires indépendantes avec [E[g] =0, V[g]| = 0o
Ona:

+f +f
V [Mypg;] = [Z eker] =Y 6Vigul=0"Y 6

2.3 Estimation en temps réel et moyennes mobiles asymétriques

Pour les filtres symétriques, la fonction de déphasage est égale a zéro (modulo 7). Il n’y a donc
aucun retard dans la détection de points de retournement. Ils ne peuvent toutefois pas étre utilisés
au début et a la fin de la série car aucune valeur passée/future n’est connue.

14¢ Journées de méthodologie statistique de I’'Insee (JMS) / Mars 2022 / PARIS 8



2.3.1 Moyennes mobiles asymétriques et prévision

En début et en fin de série, les moyennes mobiles asymétriques ne peuvent €tre utilisées du fait
du manque de données disponibles. Une solution est de prolonger la série par prévision pour
ensuite appliquer le filtre symétrique. Cette méthode semble remonter a DE FOREST (1877) qui
suggere également de modéliser en fin de période une tendance polynomiale de degré au plus
trois :

« As the first m and last m terms of the series cannot be reached directly by the
formula, the series should be graphically extended by m terms at both ends, first
plotting the observations on paper as ordinates, and then extending the curve along
what seems to be its probable course, and measuring the ordinates of the extended
portions. It is not necessary that this extension should coincide with what would
be the true course of the curve in those parts. The important point is that the m
terms thus added, taken together with the m+ 1 adjacent given terms, should follow
a curve whose form is approximately algebraic and of a degree not higher than the
third. »

C’est également I’approche utilisée dans les méthodes de désaisonnalisation TRAMO-SEATS
et X-13ARIMA qui prolongent la série sur 1 an par un modele ARIMA. In fine, cela revient
a utiliser des moyennes mobiles asymétriques puisque les prévisions sont des combinaisons
linéaires du passé !

Inversement, a partir d’'une moyenne mobile symétrique de référence, on peut déduire les
prévisions implicites d’une moyenne mobile asymétrique. Notons v = (v_y,...,v;) la moyenne

mobile symétrique de référence et w,...w"~! une suite de moyennes mobiles asymétriques,

d’ordre 4+ 1 4 2h utilisée pour I’estimation des & derniers points avec, pour convention, wi = 0

pour ¢ > g. C’est-a-dire que w = (w(lh, . ,w8) est utilisée pour I’estimation en temps réel

(lorsque I’on ne connait aucun point dans le futur), w! = (w! hoee 7w%) pour I’estimation de

I’avant-dernier point (lorsque 1’on ne connait qu’un point dans le futur), etc. Notons également
Y_h,---,¥0 la série étudiée observée et y*,...y; la prévision implicite induite par w?,... w1,

Cela signifie, que pour tout g on a :

0 h 0 h
Vg, Y ovivit Y viyie = Y, wivi+ ) wiyex
i=—h i=1 i=h i=1

N J/

~ ~

lissage par v de la série prolongée  lissage par w? de la série prolongée
Ce qui est équivalent a :

0

(vi—wi)yi = ) Wi —vi)yi.

1 i=—h

-

Vg,

1

En somme, matriciellement, cela revient donc a résoudre :

0 0

U — _
1 1 1 1 —h
Vi —w,; 1% v | 7] Wl —Veh W_pTV_(h-1) "0 Wo—Vo .
: : el " : : :
h—1 h—1 Y - - - Yo
V=W vy ) S oy, Wli(}il)_vf(hfl) oW v

C’est ce qui implémenté dans la fonction rjdfilters: :implicit_forecast.
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Comme notamment souligné par WILDI et SCHIPS (2004), étendre la série par prévision d’un
modele ARIMA revient a calculer des filtres asymétriques dont les coefficients sont optimisés
par rapport a la prévision avec une longueur d’avance — one-step ahead forecasting. Autrement
dit, on cherche a minimiser les révisions entre la premiere et la derniere estimation (avec le filtre
symétrique). Cependant, puisque les coefficients du filtre symétrique décroissent lentement, il
faudrait également s’intéresser a la performance des prévisions avec plusieurs longueurs d’avance
— multi-step ahead forecasting. Par ailleurs, le déphasage induit par les filtres asymétriques n’est
pas controlé : on pourrait préférer avoir une détection plus rapide des points de retournement
et une révision plus grande plutdt que de juste minimiser les révisions entre la premiere et la
derniere estimation. C’est pourquoi il peut étre nécessaire de définir des criteres alternatifs pour
juger la qualité des moyennes mobiles asymétriques.

2.3.2 Indicateurs de qualité des moyennes mobiles asymétriques

Pour les filtres asymétriques, la majorité des criteres proviennent de ceux définis par GRUN-
REHOMME, GUGGEMOS et LADIRAY (2018) et WILDI et MCELROY (2019) pour construire les
filtres asymétriques. Ils sont résumés dans le tableau 1 et calculables avec la fonction fonction
rjdfilters::diagnostic_matrix.

GRUN-REHOMME, GUGGEMOS et LADIRAY (2018) proposent une approche générale pour
dériver des filtres linéaires, basée sur un probleme d’optimisation de trois criteres : Fidelity (Fy,
réduction de la variance), Smoothness (Sg, lissage) et Timeliness (T,, déphasage). Voir section 3.2
pour plus de détails.

WILDI et MCELROY (2019) proposent une approche basée sur la décomposition de 1’erreur
quadratique moyenne entre le filtre symétrique et le filtre asymétrique en quatre quantités :
Accuracy (A, précision), Timeliness (T,,, déphasage), Smoothness (S,,, lissage) et Residual (R,,,
résidus). Voir section 4 pour plus de détails.

3 D’une théorie générale sur la construction des filtres asy-
métriques a ’approche FST

3.1 Théorie générale de construction des filtres asymétriques

Pour établir une théorie générale englobant les principaux filtres linéaires, GRUN-REHOMME,
GUGGEMOS et LADIRAY (2018) définissent deux criteres. En changeant 1égérement les notations
utilisées par les auteurs afin d’avoir une formulation plus générale, ces deux criteres peuvent
s’écrire :

1(0,q,y1,u) = E [(Aquyt—Mt)2] (D
J(e,f,wl,am:/ff[pe(wwe(m,w] do @)

ou y; est la série étudiée, u; une série de référence et A est I’opérateur différence (Ay; = y; —y;—1
et A= Ao---o0A pour g € IN). Dans la majorité des cas, la fonction f ne dépendra que de la

q fois
fonction de gain, pg, et de la fonction de déphasage, @g. Dans ce cas, par simplification on écrira

flpe(®),9s(®), 0] = f[pe(®), g (®)].
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TABLE 1 — Criteéres de qualité d’une moyenne mobile 6 = (6y)_ ,<k< s définie par une fonction
de gain pg et une fonction de déphasage @y.

Sigle Description Formule
b. Biais constant +f 6, —1
b, Biais linéaire ,jfi KOk
by Biais quadratique Z,:f pk2
F,  Réduction de la variance / Fidelity (Guggemos) Z,jf 3p 92
Se Smoothness (Guggemos) Yi(V°6; )
T, Timeliness (Guggemos) fo pe(a))sm((pe( ))?dw
A, Accuracy (Wildi) 2 [ (ps(@) — po(@))* h(w) doy
T, Timeliness (Wildi) g [ ps((o)pg( )51n2 (‘”Y ©)_9o(@ )h(w
Sw Smoothness (Wildi) wal (ps(®) — pg(@ ))zh(a) do
R, Residual (Wildi) 8 /7 py(@)po() sin’ ( 2(0)_go(@) )h(w

Notes : X, critéres provenant de GRUN-REHOMME, GUGGEMOS et LADIRAY (2018) et X,, criteres provenant de
WILDI et MCELROY (2019).

ps et Qg représentent le gain et la fonction de déphasage du filtre symétrique d’Henderson.

h est la densité spectrale de la série en entrée, fixée celle d’un bruit blanc, hyy(x) = 1, ou d’une marche aléatoire,

hrw (x) = 2(1— clos( N

Comme montré dans cette étude, la majorité des filtres linéaires peut s’obtenir par une minimisa-
tion d’une somme pondérée de ces criteres, sous contrainte linéaire sur les coefficients :

1'131’1 Zal (9 qlaylauz )+ﬁl (evfiv 1., (1)2,1')
st. CO=a

C’est en particulier le cas de I’approche Fidelity-Smoothness-Timeliness (FST) développée par
les mémes auteurs.

3.2 Approche Fidelity-Smoothness-Timeliness (FST)

Pour construire les moyennes mobiles symétriques, GRUN-REHOMME et LADIRAY (1994) et
GRAY et THOMSON (1996) proposent un programme de minimisation sous contrainte qui fait
un compromis entre réduction de la variance et « lissage » de la tendance. GRUN-REHOMME,
GUGGEMOS et LADIRAY (2018) étendent ces approches en les appliquant a la construction des
filtres asymétriques et en ajoutant un critere permettant de controler le déphasage. Il s’agit de
I’approche Fidelity-Smoothness-Timeliness — Fidélité-Lissage-Temporalité — (FST). Pour la
construction des filtres asymétriques, un quatrieme critere pourrait également étre rajouté qui
prendrait en compte les révisions par rapport a 1’utilisation d’un filtre symétrique de référence
(cette méthode pourrait alors étre appelée la méthode FRST — Fidelity-Revisions-Smoothness-
Timeliness). Cependant, le package r jdfilters n’ayant implémenté que 1’approche FST, nous
nous restreignons dans cette étude qu’a la description de I’approche sans critere de révision.

Les trois critéres utilisés sont les suivants :

— Fidelity (fidélité), F, : c’est le rapport de réduction de la variance. Plus il est petit et plus
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le signal de sortie (tendance-cycle estimée) est un bon estimateur du signal a estimer
(tendance-cycle).

+f 5
Fg(e): Z 9k-
k=—p

F, peut également étre écrite comme une forme quadratique positive : F,(0) = 0'F 6
avec F la matrice identité d’ordre p+ f + 1.
— Smoothness (lissage), S :
Se(8) =) (V'6))".

J
Ce critere mesure la proximité du signal de sortie a une tendance polynomiale de degré
d — 1. Avec d = 3, Henderson utilise ce critere pour construire des moyennes mobiles
conservant des polyndmes de degré 2. S, peut également s’écrire sous une forme qua-
dratique positive S,(0) = 6'S6 avec S une matrice symétrique d’ordre p+ f+ 1 (voir
section 5.5).

— Timeliness (temporalité), T, : il mesure le déphasage entre le signal d’entrée et le signal
de sortie a des fréquences spécifiques. Lorsqu’un filtre linéaire est appliqué, le niveau
du signal d’entrée est également modifié par la fonction de gain : il est donc intuitif de
considérer que plus le gain est élevé, plus I’'impact du déphasage le sera.

C’est pourquoi le critere de déphasage dépend des fonctions de gain et de déphasage (pg
et @p), le lien entre les deux fonctions étant fait & partir d’une fonction de pénalité £ '! :

()
7 po(0). 9 () do.

]

Comme fonction de pénalité, les auteurs suggerent de prendre f: (p, @) — p?sin(¢)>2.
Cela permet notamment d’avoir une timeliness qui peut s’écrire comme une forme
quadratique positive (T,(0) = 6'T 6 avec T une matrice carré symétrique d’ordre p +
f+1, voir GRUN-REHOMME, GUGGEMOS et LADIRAY (2018) pour la démonstration).
Dans cet article nous utilisons @, = 0 et @, = 27/12 : on ne s’intéresse qu’a des séries
mensuelles et au déphasage qui impactent les cycles d’au minimum 12 mois.

En somme, I’approche FST consiste 2 minimiser une somme pondérée de ces trois criteres sous
certaines contraintes (généralement préservation polynomiale).

rrgn OF,(0)+BSe(0)+vT,(0) = 0'(aF +BS+yT)6
st. CO=ua -

3)

Les conditions 0 < a, 8,7 < 1 et & + B # 0 garantissent que 0tFg(6) + BS,(0) + YT,(0) soit
strictement convexe et donc 1’unicité de la solution. Dans ce cas, la solution s’écrit 6 = [aF +

BS+yT)"'C' (ClaF +BS+yT)"'C) ' a.

Un autre avantage de cette approche est que les filtres asymétriques construits sont totalement
indépendants des données, de la date d’estimation et du filtre symétrique choisis.

11. GRUN-REHOMME, GUGGEMOS et LADIRAY (2018) suggerent 6 conditions de régularité a la fonction de
pénalité afin qu’elle soit adaptée au probleme de déphasage. Dans leur article, la fonction f ne dépend que du gain
et du déphasage de 0 et les 6 conditions sont : >0, f(p,0) =0, f(0,0)=0, f(p,9) = f(p,—0), g—g >0et

of
¢ 5520
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On obtient par exemple le filtre d’Henderson avec les parametres suivants :

1 1 1
c=| -h - h], a=10]|, a=y=0, B=1, d=3.
(=h)? - W 0

Un des inconvénients de cette approche est que les différents criteres ne sont pas normalisés :
leurs valeurs ne peuvent pas étre comparées et n’ont donc pas de sens. Il n’y a, par exemple, pas
d’interprétation a donner un poids deux fois plus important a la timeliness qu’a la fidelity.

Les trois criteres utilisés dans le programme de minimisation (3) sont des cas particuliers de
ceux définis dans la section 3.1. En effet, en notant y, = TC; + &, & ~ 4 (0,062) avec TC;
une tendance déterministe, on a :

Fg(e) 1(9707 Yty E[ng,])
Sg(e) = 1(97 q,y, [Me)’t])
T,(0) =J(f: (p,@) —> p*sin(@)*, w1, o).

/—[Encadré 1 — Filtres FST — Grun-Rehomme et alii (2018)} ~

Avantages :

— Le filtre asymétrique est indépendant du filtre symétrique, des données et de la date
d’estimation.
— Le probleme d’optimisation admet une solution unique.

Inconvénients :

— Les différents criteres ne sont pas normalisés : les poids accordés aux différents
criteres ne peuvent étre comparés.

Fonction ® : rjdfilters: :fst_filter().

4 Filtres dépendant des données : trilemme ATS

WILDI et MCELROY (2019) proposent une approche dépendante des données (data-dependent)
pour calculer des filtres linéaires. Ils décomposent I’erreur quadratique moyenne de révision
en un trilemme de trois quantités appelées accuracy (précision), timeliness (temporalité) et
smoothness (lissage), d’oll son nom ATS-trilemna.

Soient :

— {y;} notre série temporelle en entrée '°.

— {TC,} le signal cible, i.e. la série lissée avec un filtre symétrique fini ou non, et soient
respectivement 'y, ps et @y les fonctions de transfert, de gain et de déphasage associées a
ce filtre symétrique.

12. Par rapport a I’article originel, les notations ont été modifiées afin de garder une cohérence entre les différentes
sections.
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— {TC ,} une estimation de {7T'C; }, i.e. le résultat d’un filtre asymétrique (lorsque toutes les
observations ne sont pas disponibles), et soient respectivement I'g, pg et Qg les fonctions
de transfert, de gain et de déphasage associées a ce filtre asymétrique.

Une approche directe 1, Direct Filter Approach (DFA), consiste a approcher directement le
signal cible par minimisation de I’erreur quadratique moyenne :

minE [(Tc, . TAC,)z} .
TC,

Cette approche peut étre approfondie en décomposant I’erreur de quadratique moyenne en
plusieurs éléments d’intérét.

Si ’on suppose que la série {y, } est faiblement stationnaire avec une densité spectrale continue
h, ’erreur quadratique moyenne de révision, & [(TC, — TCt)z} , peut s’écrire dans le domaine
spectral comme:

B (6 -TCR] =5 [ IN(0) - To(@)Ph@)do=5_x2x [ N(@) ~To(0) Ph(e)do
4)

Cette égalité peut également se généraliser aux processus intégrés non-stationnaires (par exemple
en imposant une cointégration entre les deux signaux et en utilisant le pseudo-spectre, voir
WILDI et MCELROY (2013)).

Ona:
ITy(@) —To(0)]” = ps(@)* + po (@) +2p,(0)po (@) (1 — cos(s(®) — ()

= (ps(©) = po())” +4ps(@)pp () sin® <¢s<w> = %(m)) .

L’intervalle [0, 7] peut étre coupé en deux : une partie dite pass-band [0, ®;] (I'intervalle de
fréquences qui contient le signal cible) et une partie dite stop-band [w;,n] (I’intervalle de
fréquences associé aux résidus).

L’erreur de I’équation (4) peut étre décomposée en 4 quantités :

Accuracy = 4,(0) =2 [ (p.(®@) —po(@)*h() do

Timeliness = T,,(0) = 8 A ps(®)pg()sin? ((Peéw)) h(w)do

Smoothness = $,(8) =2 | (ps(@) — po ()2 h(w) de
Residual = Ry(8) =8 | py(@)p (a))sinz((Pe(w))h( )da

Remarque. Afin d’avoir des définitions cohérentes entre les différentes sections, les formules des
quatre criteres ont été légerement modifiées par rapport a ceux définis par WILDI et MCELROY
(2019) :

13. Par opposition aux approches indirectes par exemple utilisées dans X-13-ARIMA o le signal cible est
approché en faisant une prévision sur la série initiale.
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— dans cette étude, 'intervalle d’intégration est [0, 7| plutot que |—m, 7| (toutes les fonc-
tions étant paires cela revient a multiplier par 2 toutes les intégrales) ;

— dans larticle originel, intervalle pass-band dépend de la fonction de gain du filtre symé-
trique (pass-band= {o|ps(®) > 0,5}) : cela correspond donc a I'intervalle contenant
les fréquences conservées sans trop de distorsion par le filtre symétrique. Dans le cas
du filtre symétrique d’Henderson de 13 termes, cela correspond a lintervalle (0,27 /8],
c’est-a-dire aux cycles de plus de 8 mois.

En général, le résidu R,, est petit puisque ps(®)pg (@) est proche de 0 dans I’intervalle stop-
band '*. 11 est de plus rare que les utilisateurs s’intéressent aux propriétés de déphasage dans
les fréquences stop-band. C’est pourquoi, pour la construction de filtres linéaires les auteurs
suggerent de faire une minimisation d’une somme pondérée des trois premiers criteres :

%(ﬁlv 7-92) = ﬁlTw(e) + 192SW(9) + (1 - 191 - 192>Aw(9)-

Comme le montrent MCELROY et WILDI (2020), cette méthode peut également étre étendue au
cas multivarié, ce qui permet de prendre en compte les corrélations entre les composantes de
différentes séries.

Un des inconvénients de cette méthode est qu’il n’y a pas de garantie d’unicité de la solution. En
revanche, son avantage par rapport a la méthode FST (section 3.2) est que la décomposition de
I’erreur quadratique moyenne permet de normaliser les différents indicateurs, et les coefficients
U1, B, et 1 — 91 — ¥ peuvent tre comparés entre eux.

Les quatre criteres A, T,,, S, et R, étant des cas particuliers du critere J défini dans I’équation
(1), cette méthode s’inscrit dans le cadre de la théorie générale définie dans la section 3.1. En
effet, en notant :

fii (p,9,0) =2 (py()—p)*h(w)

fa: (p,(P,(D) = 8[)5(60)[) sin’ (%) h(w)

ona:
Aw(e) :J(97f1707 (1)1)
Tw(e) = J(97f2707 (1)1)
Sw(0) =J(6,f1,01,7)
Rw(e) :J(97f27w177r)'

Cette méthode étant totalement dépendante des données, son intégration dans des algorithmes
non-paramétriques tels que X-11 serait compliquée. C’est pourquoi elle n’est pour I’instant pas
comparée aux autres. Pour avoir des criteres qui ne dépendent pas des données, une idée
serait de fixer la densité spectrale, par exemple a celle d’un bruit blanc (hwy(x) = 1) ou
d’une marche aléatoire (hgw (x) = L (x))). C’est ce qui est implémenté dans la fonction

2(1—cos
rjdfilters::dfa_filter().

14. En pratique ce n’est pas toujours le cas comme montré dans la section 5.1.4.
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/—[Encadré 2 — ATS-trilemna — Wildi et McElroy (2019)} N

Avantages :

— Les valeurs des différents criteres peuvent étre comparées et les poids associés
peuvent €tre interprétés.
— Meéthode généralisable aux cas multivariés.

Inconvénients :

— Les filtres dépendent des données, de la date d’estimation et du filtre symétrique
utilisé.
— Il peut y avoir des problemes d’optimisation (plusieurs minimums, etc.).

QR : package MDFA https://github.com/wiaidp/MDFA ou rjdfilters: :dfa_filter()
(version simplifiée).

5 Régression non paramétrique et régression polynomiale
locale

Comme notamment montré par LOADER (1999), la régression locale est un cas particulier de
la régression non paramétrique. Supposons que 1’on ait un ensemble de points (x;,y;)1<i<n- La
régression non paramétrique consiste a supposer qu’il existe une fonction u, a estimer, telle que
yi = W(x;) + & avec & un terme d’erreur. D’apres le théoréme de Taylor, pour tout point xg, si i
est différentiable d fois, alors :

19 (xo)

i (x—xo)d +Ry(x),

Vo o p(x) = p(xo) + 4 (o) (x —x0) + - +

ol Ry est un terme résiduel négligeable au voisinage de x(. Dans un voisinage 4(xp) autour de
X0, U peut étre approchée par un polyndme de degré d. La quantité h(xg) est appelée fenétre
(bandwidth). Si €; est un bruit blanc, on peut donc estimer par les moindres carrés 1 (xp) en
utilisant les observations qui sont dans [xo — h(xg),xo + A(x0)].

5.1 Régression polynomiale : approche de Proietti et Luati
5.1.1 Filtres symétriques

Reprenons maintenant les notations de PROIETTI et LUATI (2008) : supposons que notre série
temporelle y; peut étre décomposée en

Ve =M+ &,

N ji.d . .
ol y; est la tendance et & "~ .4 (0, 52) est le bruit 1. La tendance y; est localement approchée
par un polynome de degré d, de sorte que dans un voisinage h de ¢ l; ~ m; avec :

d
Vjiel-hh]:yj=myj+&yj, myj= Zﬁijl-
i=0

15. La série est donc désaisonnalisée.
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Le probleme d’extraction de la tendance est équivalent a 1’estimation de m; = 3y. En notation
matricielle :

Veeh 1 —h 2 (_h)d Bo &_p
Y- (h-1) I —(h=1) (h=1)* - (=(h—=1)) él &—(h-1)
Vit (h—1) I h=1 (=1 - (h—1)¢ : €t (h—1)

Noven /o \1 ok A 8, €t
¥ ) X — T
B

Pour estimer f3 il faut H > d + 1 et I’estimation est faite par moindres carrés pondérés — weighted
least squares (WLS) —, ce qui revient a minimiser la fonction objectif suivante :

A A h A A A
SBos---.Ba) =Y. &i(yirj—Bo—Brj—-—Baj?)?

j=—h

ou K; est un ensemble de poids appelés noyaux (kernel). Ona k; > 0: k_; = K, et en notant K =
diag(k_y,...,Kp), Uestimateur B peut s’écrire f = (X'KX)'X'Ky. Avece; = (1 0 --- 0)/,
I’estimateur de la tendance peut donc s’écrire :

h
my=ef=0y=Y 6y_javec 8 =KX(X'KX) 'e,
j=—h

En somme, I’estimation de la tendance 71, est obtenue en appliquant une moyenne mobile
symétrique 6 a y, '6. De plus, X' = e donc :

h h
Y 0,=1, vre[l.d]: ) j6;=0.
j=—h j==h

Ainsi, la moyenne mobile 6 préserve les polynomes de degré d.

Concernant le choix des parametres, 1’idée générale qui prévaut est que le choix entre ces
différents noyaux est secondaire |7 et qu’il vaut mieux se concentrer sur deux autres parametres :

— le degré du polyndme d : s’il est trop petit on risque d’avoir des estimations biaisées de
la tendance-cycle et s’il est trop grand on risque d’avoir une trop grande variance dans
les estimations (du fait d’un sur-ajustement) ;

— le nombre de voisins H = 2h + 1 (ou la fenétre h) : s’il est trop petit alors trop peu de
données seront utilisées pour les estimations (ce qui conduira a une grande variance dans
les estimations) et s’il est trop grand alors I’approximation polynomiale sera vraisembla-
blement fausse ce qui conduira a avoir des estimations biaisées.

16. O est symétrique du fait de la symétrie des noyaux ;.

17. Voir par exemple CLEVELAND et LOADER (1996) ou LOADER (1999). Les seules contraintes souhaitées sur
le noyau est qu’il accorde un poids plus important a I’estimation centrale (kp) et qu’il décroit vers O lorsque 1’on
s’éloigne de I’estimation centrale. Le noyau uniforme est donc a éviter.

14¢ Journées de méthodologie statistique de I’'Insee (JMS) / Mars 2022 / PARIS 17



5.1.2 Les différents noyaux

Dans les problemes d’extraction du signal, les observations sont généralement pondérées par
rapport a leur distance a la date ¢ : pour estimer la tendance-cycle a la date ¢, on accorde
généralement plus d’importance aux observations qui sont proches de 7.

Dans le cas continu, un noyau K est une fonction positive, paire et intégrable telle que
[*2 k(u)du =1 et k(u) = k(—u). Dans le cas discret, un noyau est un ensemble de poids k;,
Jj=0,%1,...,thaveck; > 0et k; = K_;.

Une classe importante de noyaux est celle des noyaux Beta. Dans le cas discret, a un facteur
multiplicatif pres (de sorte que Z?:_ pKi=1):

r\ S
) , avecr>0,5>0

J
! ( h+1

Cette classe englobe la majorité des noyaux présentés dans cette étude, a I’exception des noyaux
d’Henderson, trapézoidal et gaussien. Les principaux noyaux (qui sont également implémentés
dans rjdfilters) sont:

— r= 1,5 =0 noyau uniforme : — r = s =3 noyau tricube :
U _
. . KTC =|1-= L
— r =s =1 noyau triangulaire : J h+1

K-.T =(1-— L
A h+1 — noyau d’Henderson (voir partie 5.1.3

) pour plus de détails) :
— r=2,5 = 1 noyau d’Epanechnikov (ou

parabolique) : 2 72
N
B j (h+1) (h+2)
k= 1-]——
J h+1 )
— noyau trapézoidal :
— r = s = 2 noyau quadratique (bi-
weight) : sty i =%h
TP _ 2 P
PN Ki© =19 330 if j=+(h—1)
KB — (11— 1 herwi
j i =1 otherwise
— r=2,5 =3 noyau cubique (triweight) : — noyau gaussien '8

2 3
™w _ [ J G I
kW=11-|— _
J h+1 Kj = exp (_262h2)

Les noyaux d’Henderson, trapézoidal et gaussien sont particuliers :

— Les fonctions noyau d’Henderson et trapézoidal changent avec la fenétre (les autres
dépendent uniquement du rapport j/h+ 1).

18. Dans rjdfilters o2 est fixé arbitrairement 2 62 = 0,25.
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— Pour les noyaux trapézoidal et gaussien, d’autres définitions pourraient étre utilisées et
sont donc définis arbitrairement.
Le noyau trapézoidal est implémenté dans rjdfilters car il permet de calculer les
moyennes mobiles utilisées dans 1’algorithme X-13ARIMA pour I’extraction des compo-
santes saisonnieres. Il n’est pas adapté dans le cas de 1’extraction de la tendance-cycle.

5.1.3 Quelques filtres symétriques particuliers

Lorsque p = 0 (ajustement local par une constante) on obtient I’estimateur de Nadaraya-Watson
(ou I’estimateur par noyaux).

Avec le noyau uniforme on obtient le filtre de MACAULAY et alii (1931). Lorsque p = 0 ou
p = 1, on retrouve la moyenne arithmétique : w; = w = ﬁ

Le noyau d’Epanechnikov est souvent recommandé comme le noyau optimal car il minimise
I’erreur quadratique moyenne de I’estimation par polynémes locaux.

Le Loess, locally estimated scatterplot smoothing (utilisé dans la méthode STL), est une régres-
sion locale pondérée qui utilise le noyau tricube.

Le filtre d’Henderson est un cas particulier de 1I’approximation locale cubique (p = 3), cou-
ramment utilisée pour I’extraction de la tendance-cycle (c’est par exemple le filtre utilisé dans
le logiciel de désaisonnalisation X-13ARIMA). Pour une fenétre fixée, Henderson a trouvé le
noyau qui donnait I’estimation la plus lisse de la tendance. Il montre I’équivalence entre les trois
problemes suivants :

1. minimiser la variance de la différence d’ordre trois de la série lissée par 1’application
d’une moyenne mobile ;

2. minimiser la somme du carré de la différence d’ordre trois des coefficients du filtre, c’est

le critere de lissage (smoothness) : S =¥, ;(V26;)? ;

3. estimer une tendance localement cubique par les moindres carrés pondérés, ou les poids
sont choisis de sorte 2 minimiser la smoothness (cela conduit au noyau présenté dans la
section 5.1.2).

Le filtre d’Henderson étant couramment utilisé pour 1’extraction de la tendance-cycle, nous nous
intéresserons uniquement aux filtres issus du noyau d’Henderson.

5.1.4 Filtres asymétriques

Comme mentionné dans la partie 2.3.1, pour I’estimation en temps réel, plusieurs approches
peuvent étre utilisées :

1. Construire un filtre asymétrique par approximation polynomiale locale sur les observa-
tions disponibles (y; pour ¢ € [n — h,n]).

2. Appliquer les filtres symétriques sur les séries prolongées par prévision 3, |,/ € [1,A].

3. Construire des filtres asymétriques qui minimisent I’erreur quadratique moyenne de
révision sous des contraintes de reproduction de tendances polynomiales.
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PROIETTI et LUATT (2008) montrent que les deux premieres approches sont équivalentes lorsque
les prévisions sont faites par extrapolation polynomiale de degré d. Elles sont également équi-
valentes a la troisieme approche sous les mémes contraintes que celles du filtre symétrique.
Cette méthode est appelée direct asymmetric filter (DAF). C’est cette méthode qui est utilisée
pour I’estimation en temps réel dans la méthode de désaisonnalisation STL (Seasonal-Trend
decomposition based on Loess, voir CLEVELAND et alii (1990)). Méme si les estimations des
filtres DAF sont sans biais, c’est au colit d’une plus grande variance dans les estimations.

Pour résoudre le probleme de la variance des estimations des filtres temps réel, PROIETTI et
LUATI (2008) proposent une méthode générale pour construire les filtres asymétriques qui permet
de faire un compromis biais-variance. Il s’agit d’une généralisation des filtres asymétriques de
MUSGRAVE (1964) (utilisés dans 1’algorithme de désaisonnalisation X-13ARIMA).

On modélise ici la série en entrée par :
y=Uy+Z6+¢e, &~ 4(0,D) (6)

ol [U,Z] est de rang plein et forme un sous-ensemble des colonnes de X. L’objectif est de trouver
un filtre v qui minimisent 1’erreur quadratique moyenne de révision (au filtre symétrique 0)
sous certaines contraintes. Ces contraintes sont représentées par la matrice U = (U 1'7 U })/
U,v=U'8 (avec U, la matrice (h+q+ 1) x (d+ 1) qui contient les observations de la matrice
U connues lors de I’estimation par le filtre asymétrique). Le probleme est équivalent a trouver v
qui minimise :

¢(v) = (v—6y)'Dp(v—6,) + ;D 0, +[8'(Z,v—Z'0)]* +20'(U,» - U'6) (7)

TV Vv TV
variance de 1’erreur de révision biais? contraintes
>y

Vv
Erreur quadratique moyenne de révision

ou [ est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange.

Lorsque U = X, la contrainte équivaut a préserver les polyndmes de degré d : on retrouve les
filtres directs asymétriques (DAF) lorsque D = K~ !.

Lorsque U = (1 - l)l, Z=(-h -- +h)', 8 = 8, D = 6°I et lorsque le filtre symétrique
est le filtre d’Henderson, on retrouve les filtres asymétriques de Musgrave. Ce filtre suppose,
que pour I’estimation en temps réel, les données sont générées par un processus linéaire et
que les filtres asymétriques préservent les constantes (), v, Y. 6; = 1). Ces filtres asymétriques

dépendent du rapport 8; /0, qui est lié a I'l-C ratio R = = = ):Zﬂcli Ictt ‘1|‘ (61/0 =2/(R\/T)), qui
19

est notamment utilisé dans X-13ARIMA pour determlner la longueur du filtre d’Henderson

Lorsque U correspond aux d* + 1 premieres colonnes de X, d* < d, la contrainte consiste a
reproduire des tendances polynomiales de degré d*. Cela introduit du bais mais réduit la variance.
Ainsi, PROIETTI et LUATT (2008) proposent trois classes de filtres asymétriques :

1. Linear-Constant (LC) : y, linéaire (d = 1) et v préserve les constantes (d* = 0). On
obtient le filtre de Musgrave avec le filtre d’Henderson comme filtre symétrique.

2. Quadratic-Linear (QL) : y; quadratique (d = 2) et v préserve les tendances linéaires
d =1).

19. Dans la majorité des cas un filtre de 13 termes est utilisé. Si le ratio est grand alors un filtre de 23 termes est
utilisé (pour supprimer d’avantage de bruit) et si le ratio est petit un filtre de 9 termes est utilisé.
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3. Cubic-Quadratic (CQ) : y; cubic (d = 3) et v préserve les tendances quadratiques (d* = 2).

Le tableau 2 compare les criteres de qualité des différentes méthodes en utilisant le filtre
d’Henderson et & = 6 (filtre symétrique de 13 termes). Pour les filtres en temps réel (¢ = 0), plus
le filtre asymétrique est complexe (en termes de préservation polynomiale), moins la timeliness
est élevée et plus la fidelity/smoothness est grande : la réduction du déphasage se fait au détriment
d’une augmentation de la variance. Ce résultat varie lorsque ¢ augmente : pour g = 2 le filtre
QL a une plus grande timeliness que le filtre LC. Ce résultat étonnant souligne le fait que le
déphasage n’est pas contrdlé par I’approche de PROIETTI et LUATI (2008).

En termes de révision, (A,, + S, + T, + R},), les filtres LC et QL donnent toujours de meilleurs
résultats que les filtres CQ et DAF.

TABLE 2 — Criteres de qualité des filters asymétriques (¢ = 0, 1,2) calculés par polyndomes locaux
en utilisant le noyau d’Henderson avec h =6 et R = 3,5.

Method b, b by, F, S; T,x107% A, S, T, Ry,

q=0
LC 0 -041 -2,16 039 1,27 30,34 0,10 0,49 041 0,55
QL 0 0,00 -047 0,71 5,15 0,05 0,07 1,89 0,00 0,11
cCQ 0 0,00 0,00 091 11,94 0,01 0,02 2,23 0,00 0,10
DAF 0 0,00 0,00 094 14,20 0,00 0,01 2,18 0,00 0,10

qg=1
LC 0 -0,12 -0,52 0,27 043 4,80 0,01 0,12 0,06 0,11
QL 0 0,00 -0,06 0,29 0,71 0,69 0,00 0,19 0,01 0,04
cQ 0 0,00 0,00 037 0,57 0,16 0,02 0,58 0,00 0,06
DAF 0 0,00 0,00 041 0,37 0,06 0,02 0,76 0,00 0,06

qg=>2
LC 0 000 1,08 020 0,08 0,35 0,01 0,01 0,00 0,01
QL 0 0,00 0,03 0,22 0,05 2,08 0,00 0,01 0,02 0,07
cQ 0 0,00 0,00 037 0,66 0,13 0,02 0,56 0,00 0,06
DAF 0 0,00 0,00 040 0,77 0,02 0,02 0,68 0,00 0,05

Une application en ligne, disponible a 1’adresse https://aqlt.shinyapps.io/FiltersProperties/,
permet de comparer les coefficients, les fonctions de gain et de déphasage entre les différentes
méthodes et les différents noyaux.
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/—[Encadré 3 — Filtres locaux polynomiaux — Proietti et Luati (2008)} N

Avantages :

— Modeles avec une interprétation simple.
— Le filtre asymétrique est indépendant de la date d’estimation. Toutefois, il dépend
indirectement des données si le filtre est calibré sur I’I-C ratio.

Inconvénients :

— La timeliness n’est pas contrdlée (mais peut tre introduite dans le programme de
minimisation).

5.2 Extension avec le critéere de timeliness

Un inconvénient de la méthode précédente est que le déphasage n’est pas controlé. 1l est en
revanche possible de généraliser d’avantage la modélisation en ajoutant le critere de timeliness
définit par GRUN-REHOMME, GUGGEMOS et LADIRAY (2018) dans I’équation (7). C’est ce qui
a été proposé par Jean Palate, puis codé en Java 2" et intégré dans rjdfilters.

En utilisant les mémes notations que dans 5.1.4, 0 le filtre symétrique et v le filtre asymétrique.

. 0 R C
Notons également 0 = ( ) avec 6, de méme longueur que v, et g = v — 6,,. Le critere de

(4
0y
timeliness s’écrit :

T,(v) =V Tv=¢g'Tg+260,Tg+6,T6, (T étant symétrique).
De plus, la fonction objectif ¢ de I’équation (7) peut se réécrire :
Q(v) = (v—0,)Dy(v—6,) + 0D 0, +[8'(Z,y —Z'0)]*+2' Uy —U'0)
=8'0g—2Pg +2I'(Upyv—U'0)+c avec { P=06,2;85'Z),

¢ une constante indépendante de v

En ajoutant le critere de timeliness, on obtient :
Q=D,+2,88'Z,+orT
¢(v) =g Qg —2Pg+2I'(Uy—U'8)+¢ avec { P=0;Z;68'Z,— 0y 6,T
¢ une constante indépendante de v
ol ay est le poids associé au critere de timeliness. Avec o = 0 on retrouve @ (v). Cette extension
permet donc de retrouver tous les filtres symétriques et asymétriques présentés dans la section

précédente mais généralise également 1’approche de GRAY et THOMSON (1996) présentée dans
la section 5.3. Elle est proche de 1I’approche FRST.

Cette extension s’inscrit dans le cadre de la théorie générale définie dans la section 3.1. Cela
revient en effet a minimiser une somme pondérée de I’erreur quadratique de révision :

2
h q
E ( Z eisytJrs - Z Vi)’t+s> :](‘% 0, yr, MGS)’t)
l

—— i——h

20. https://github.com/palatej/jdemetra-core.
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et du critere de timeliness :

T,(0) =J(f: (p.@) — p*sin()*, o, &)

sous une contrainte linéaire.

5.3 Régression polynomiale : Gray et Thomson
5.3.1 Filtres symétriques

L’approche de GRAY et THOMSON (1996) est proche de celles de PROIETTI et LUATI (2008) et
de GRUN-REHOMME, GUGGEMOS et LADIRAY (2018). De la méme facon que pour les autres
méthodes, ils considerent que la série initiale y; peut se décomposer entre une somme entre la
tendance-cycle g; et d’un bruit blanc & de variance 62 :

Vi =8 T &-

Toutefois, plutot que de directement remplacer g; par un polyndme local de degré d, ils prennent
en compte I’erreur d’approximation de la tendance :

d
& = Z Bit! + &,
j=0

ou & est un processus stochastique de moyenne nulle, autocorrélé mais non corrélé a &.
La tendance g; est estimée par une moyenne mobile :

,
&= Z OsY1 -

s=—r

Pour le filtre central, les auteurs cherchent a avoir un estimateur g; qui soit sans biais (ce qui
implique que O conserve les tendances de degré d) et qui minimise une somme pondérée d’un
critere de fidelity et d’un critere de smoothness :

O=ak [(gt —8t)2} +(1-0o)E [(Apﬂgt)z} (8)
=For =Sgr

La solution est un filtre symétrique qui peut s’écrire sous la forme

0 =E;'X [X'E;'X] ' e) avec Eq = ot (6?1 +Q) + (1 — &) (6?Bp 11 +T)

Qi = cov (& j— & &k — &)
Lji =cov (Ap+l€t+j7Ap+1§t+k) .
0> (Bp+1) koo (APH e, AP g )

Les deux criteres utilisés dans le programme de minimisation (8) sont des cas particuliers du
critere I défini dans 1’équation (1) :

FGT(Q) - I<0707yl‘7M9yt)
SGT(Q) :I(G,d—i— 1,yt,0).
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La théorie générale définie dans la section 3.1 permet donc de retrouver les filtres de GRAY et
THOMSON (1996).

En ne minimisant que la smoothness et avec & = 0 on retrouve le filtre d’Henderson. En ne
minimisant que la fidelity, cette méthode est équivalente a I’estimation de polyndmes locaux par
moindres carrés généralisés : on retrouve donc les filtres de PROIETTI et LUATI (2008) avec
0> =0et Q=K' ainsi que le filtre de Macaulay.

[’avantage de la modélisation de Gray et Thomson est que le paramétre & permet une spécifica-
tion plus précise du modele en prenant notamment en compte la corrélation entre les observations.
Par exemple, MCLAREN et STEEL (2001) ont étudié le lien entre le plan de sondage et I’estima-
tion de la composante tendance-cycle et de la composante saisonniere. Cette modélisation leur
permet de prendre en compte, dans 1’estimation de la tendance-cycle, la structure de corrélation
induite par le plan de sondage de I’enquéte emploi mensuelle de I’ Australie (groupe de rotations
avec une période de recouvrement). Cependant, les auteurs avertissent que dans leur simulations
(et dans la modélisation de Gray et Thomson) la structure d’autocorrélation de la variable aléa-
toire & est supposée connue. Ce n’est généralement pas le cas en pratique, ol cette structure doit
étre estimée, ce qui rajoute de I’incertitude dans les estimations.

5.3.2 Filtres asymétriques

L’approche retenue par GRAY et THOMSON (1996) est une approche de minimisation des
révisions sous contraintes. Etant donné un filtre symétrique 6° utilisé pour estimer la tendance
au centre de la série, I’objectif est de chercher un filtre asymétrique v = (v_y,...,v,) de sorte a
minimiser 1’erreur quadratique moyenne de révision :

2

q
E |:(Y o Y)2:| =E Z ez'sytJrs - Z ViYi+s
i=—h i=—h

Les auteurs étudient deux cas :

1. Dans le premier cas, ils cherchent un estimateur sans biais : cela implique que v conserve
les mémes tendances polynomiales que 8°. Y est alors le meilleur prédicteur linéaire sans
biais — best linear unbiased predictor (BLUP) —de Y.

2. Dans le second cas, ils autorisent 1’estimateur a étre biaisé mais imposent que ce biais
soit constant dans le temps : si I’on modélise localement la tendance par un polyndome
de degré d, cela implique que v conserve les tendances polynomiales de degré d — 1.
Y est alors le meilleur prédicteur linéaire 2 biais constant — best linear time invariant
predictor (BLIP) — de Y. Cela permet notamment de reproduire les filtres asymétriques
de Musgrave.

La méthode utilisée est donc tres proche de celle de PROIETTI et LUATI (2008) : on retrouve
d’ailleurs le filtre DAF avec 6> = 0 et Q@ = K~ ! et en utilisant la premiére méthode (estimation
du BLUP) et les méthodes LC (filtre de Musgrave), QL et CQ avec la seconde méthode en
utilisant respectivementd = 1,d =2 etd = 3.

La théorie générale définie dans la section 3.1 permet également de retrouver les filtres asymé-
triques puisqu’ils sont construits en minimisant I’erreur quadratique moyenne des révisions sous
contraintes linéaires (préservation d’un polyndme de degré p).
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Remarque. Pour la construction des filtres asymétriques, une approche alternative pourrait étre
d’utiliser la méme méthode que celle utilisée pour construire les filtres symétriques. C’est-a-dire
minimiser Q (équation (8)) sous contrainte que le filtre asymétrique fournisse un estimateur dans
biais de la tendance. Comme discuté dans GRAY et THOMSON (1996), les auteurs ne retiennent
pas cette méthode pour deux raisons :

— Il n’est pas évident qu’il faudrait chercher a maintenir le méme équilibre entre smoothness
et fidelity en fin de série et au centre de la série. Le probléme rencontré en fin de série est
transitoire et disparait au fur et a mesure que [’on a de nouvelles observations. Minimiser
des criteres de révision serait donc préférable puisque cela reviendrait a minimiser
le coiit de la transition (mais dans le cas ou I’on ne minimise que la fidelity les deux
méthodes sont équivalentes).

— Les valeurs de la fidelity et de la smoothness ne dépendent pas du temps au centre de
la série mais en dépendent en fin de série. Ainsi, méme si au centre de la série le choix
des poids entre les deux criteres controle indirectement le niveau des indicateurs, ce
n’est plus le cas en fin de série. De plus, en fin de série, cela pourrait introduire des
déphasages plus importants car Sgr dépend du temps et des valeurs passées (du fait du
Iutilisation de I’opérateur différence).

Inversement, GRUN-REHOMME, GUGGEMOS et LADIRAY (2018) justifie de ne pas intégrer le
critere de révision dans leur probleme car ce critére est fortement corrélé a une combinaison
fixée, donc non ajustable par l'utilisateur, des critéres fidelity et timeliness.

r—[Encadré 4 — Filtres locaux polynomiaux — Gray et Thomson (1996)} N

Avantages :

— Modeles généraux qui permettent de prendre en compte 1’autocorrélation entre les
observations.

— Interprétation statistique des différentes méthodes.

— Le filtre asymétrique est indépendant de la date d’estimation. Toutefois, il dépend
indirectement des données si le filtre est calibré sur I’I-C ratio.

Inconvénients :

— La timeliness n’est pas controlée.

— Laspécification du modele (i.e., du parametre &) peut étre compliquée : si la structure
d’autocorrélation est estimée a partir des données, cela rajoute de I’incertitude dans
les estimations, ce qui peut avoir des effets indésirables.

5.4 Reproducing Kernel Hilbert Space (RKHS) : approche de Dagum et
Bianconcini

La théorie des Reproducing Kernel Hilbert Space (RKHS) — espaces de Hilbert a noyau
reproduisant — est une théorie générale dans 1’apprentissage statistique non-paramétrique qui
permet d’englober un grand nombre de méthodes. C’est par exemple le cas des méthodes de
régression par moindres carrés pénalisés, des Support Vector Machine (SVM), du filtre d’Hodrick-
Prescott (utilisé pour décomposer tendance et cycle) ou encore des moyennes mobiles telles que
celle d’Henderson. Ainsi, DAGUM et BIANCONCINT (2008) utilise la théorie des RKHS pour
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approcher le filtre d’Henderson et en dériver des filtres asymétriques associés.

Un RKHS LL2(fp) est un espace de Hilbert caractérisé par un noyau qui permet de reproduire
toutes les fonctions de cet espace. Il est caractérisé par une fonction de densité fj et un produit
scalaire (-, -) définit par :

<U(f)»V(f)>=E[U(l)V(I)]Z/RU(t)V(t)fo(t)df YU,V € L*(fo).

La fonction f pondere donc chaque valeur en fonction de sa position temporelle : il s’agit de la
version continue des noyaux définis dans la partie 5.1.2.

Dans notre cas, on suppose que notre série initiale y; est désaisonnalisée et peut s’écrire comme
la somme d’une tendance-cycle, TC;, et d’'une composante irréguliere, I; (qui peut étre un bruit
blanc ou suivre un modele ARIMA) : y;, = T'C; 4 I;. La tendance-cycle peut étre déterministe ou
stochastique. On suppose que c’est une fonction réguliere du temps, elle peut étre localement
approchée par un polynéme de degré d :

TCpj=TGC(j)=ao+arj+ - +agj’ +&yj, Je[-hh,

ol & est un bruit blanc non corrélé a I;.

Les coefficients ay, . . .,ay peuvent étre estimés par projection des observations au voisinage de
y; sur le sous-espace P; des polynomes de degré d, ou, de maniere équivalente, par minimisation
de la distance entre y; et TC; () :

'—TC2:'/t—TC2d. 9
qin |y =TC" = min | ((t+s)=TCls))"fols)ds )
L’espace P, étant un espace de Hilbert a dimension finie, il admet un noyau reproduisant (voir,
par exemple, BERLINET et THOMAS-AGNAN (2004)). 1l existe ainsi une fonction Ry(+,-) telle
que :

VPeP,:Vt:Ry(t,") €Py et P(t) = (Ry(t,-), P(")).

Le probleme (9) admet une solution unique qui dépend d’une fonction K, 1, appelée fonction de
noyau (kernel function). Cette fonction est dite d’ordre d + 1 car elle conserve les polyndmes de
degré d *!. Cette solution s’écrit

TC(t) = /R V(e —5)Ky1(s) ds. (10)
Généralement fy(r) = 0 pour |¢| > 1. Cette solution s’écrit alors :
TC(r) = /[ LK () ds (11

On peut, par ailleurs, montrer que K, s’écrit en fonction fj et du noyau reproduisant K (-, -)
et que ce dernier peut s’écrire en fonction de polyndmes (Pi)ie[[o,d—l]] qui forme une base
orthonormée de IL?( fy) (voir par exemple BERLINET (1993)) :

d

Ka11(t) = Ra(t,0)fo(t) = ) P(t)Pi(0) fo (1)

i=0

21. C’est-a-dire [ Ky+1(s)ds =1 et [ Kygi1(s)s'ds = 1 pour i € [1,d].
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De plus, dans le cas discret, la solution (11) s’écrit comme une somme pondérée au voisinage de
Vi o
h .
—~ Ki1(j/b)
TC; = Z WiYr4j ol w;=
J==h sz 5 Kar (i /b)

Le parametre b est choisi de sorte que les 24 + 1 points autour de y; soient utilisés avec un poids
non nul.

(12)

Pour les filtres asymétriques, la formule (12) est simplement adaptée au nombre d’observations

connues .
Kq1(j/b)
Yo, Kai1(i/b)

En utilisant b = h+ 1 on retrouve les filtres symétriques obtenues par polyndmes locaux.

Vje[~hgq] : waj= (13)

Comme notamment montré par DAGUM et BIANCONCINI (2016), K;. 1 peut s’exprimer sim-
plement 2 partir des moments de fy >>. Ainsi, notons Hy_ | la matrice de Hankel associée aux
moments de fy :

Vi € [0,d]: (Haor)yy = (X XT) = [ fo(s)ds

Notons également H,{[1,¢] la matrice obtenue en remplagant la premiere ligne de H, | par

(1 T td).Ona:

detHyq [1 l]
detHyyq

C’est cette formule qui est utilisée dans le package rjdfilters pour calculer les différentes
moyennes mobiles.

Kgp1(t) = fo(t). (14)

Comme discuté dans la partie 5.1, le noyau d’Henderson dépend de la fenétre utilisée. Ainsi,
tous les moments de 1’équation (14) doivent étre recalculés pour chaque valeur de /. Pour éviter
cela, DAGUM et BIANCONCINT (2008) suggerent d’utiliser le noyau quadratique (biweight) pour
approcher le noyau d’Henderson lorsque £ est petit (h < 24) et le noyau cubique (triweight)
lorsque & est grand h > 24.

Dans DAGUM et BIANCONCINI (2015), les auteures suggerent de faire une sélection op-
timale du parametre b, par exemple en minimisant ’erreur quadratique moyenne (option
"frequencyresponse" dans rjdfilters::rkhs_filter):

b,r = min 2/ ITs(0) —Tg(w)[>do

by€[h:;3h]

Cela suppose en fait que la série entrée y; est un bruit blanc. En supposant y; stationnaire, les
criteres définis dans I’article originel peuvent donc étre étendus en multipliant les quantités sous
les intégrales par la densité spectrale de y; notée 4 :

bor= min 2 / Ty(®) — o (o) 2h(0) do

by€[h;3h]

Cette erreur quadratique moyenne peut également se décomposer en plusieurs termes (voir
équation (4) de la section 4) qui peuvent également étre minimisés :

22. Cela vient en fait du procédé d’orthonomalisation de Gram-Schmidt.
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— Daccuracy qui correspond a la part de la révision liée aux différences de fonction de gain
dans les fréquences liées a la tendance-cycle
beo= min 2 [ (p,(0) ~ po(®)* (@)d
G = min W) —po(@ o)dw
P peelnan Jo Ps P
— la smoothness qui correspond a la part de la révision liée aux différences de fonction de
gain dans les fréquences liées aux résidus

T
by.= min 2 (@) — h(w)d
7. bqg%h] o (ps(@) — po(®))” h(w)dw

— la timeliness qui correspond a la part de la révision liée au déphasage

. 1 . > ((9o(®)
b,o= min 8 A A)sin? [ 222 ) h(w)do
vo=,min 8 [ pmpatiysind (12 ) i(a)
Dans rjdfilters h peut étre fixée a la densité spectrale d’un bruit blanc (hyy(x) = 1,
comme c’est le cas dans DAGUM et BIANCONCINI (2015)) ou d’une marche aléatoire

(hrw (%) = 55777

Remarque. Pour assurer une cohérence dans les définitions entre les différentes sections, les
définitions de b, G, by et by o ont été légerement modifiées par rapport a celles définies dans
DAGUM et BIANCONCINI (2015) ot :

— dans by G le terme a minimiser est sous une racine carrée (sans impact sur le minimum) :

by = n;iqn\/Z/on (ps(@) — po(®))* de

— by s n’est pas considéré, b, et by G sont définis avec W) = Tt
— by ¢ est défini par :

b, o = mi 2/ (A)pa (A 'Z(M)d
a.p = min QS}O( )Po(A)sin > ®

ou Qg = [0,21/32] est lintervalle de fréquences associées aux cycles d’au moins 16
mois.

— une formule différente est utilisée pour la fonction de réponse (I'g(®) = ):,,_::f p O e> ™0k ),
ce qui conduit a des bornes d’intégrales légerement différentes, sans effet sur le résultat.

Un des inconvénients de cette méthode est qu’il n’y a pas unicité de la solution et donc qu’il y a
parfois plusieurs extremum (uniquement pour le calcul de b, . Ainsi, la valeur optimal retenue
par défaut par rjdfilters produit des discontinuités dans 1’estimation de la tendance-cycle.
Par ailleurs, les valeurs de b, ¢ varient fortement en fonction de si I’on retient @; = 27/12
ou w; = 7 (tableau 3). Par cohérence, simplicité, nous utiliserons dans cet article les valeurs
optimales présentées dans DAGUM et BIANCONCINI (2015).
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TABLE 3 — Fenétres optimales pour les filtres asymétriques associés a un filtre symétrique de 13
termes (h = 6) avec le noyau biweight.

q=0 g=1 ¢g=2 g=3 q=4 q=5

bgr
W=7 954 788 7,07 688 687 694
w =27m/12 954 788 7,07 688 687 694
byc
0 =T 11,78 9,24 7,34 6,85 6,84 6,95
W =2m/12 8,61 764 601 601 6,01 6,59
bg.¢
Valeurs de I’article (avec @) =2x/36) 6,01 6,01 7,12 844 946 10,39
W, =271/36 6,01 6,01 721 847 946 6,01
w =27m/12 6,01 6,01 638 8,15 935 6,01
f—[Encadré 5 — RKHS filters — Dagum et Bianconcini (2008)} N\
Avantages :
— Le filtre asymétrique est indépendant des données et de la date d’estimation.
— La méthode est généralisable a des séries avec des fréquences irrégulieres (par
exemple avec beaucoup de valeurs manquantes).
Inconvénient :
— Il peut y avoir des problemes de minimisation (notamment en minimisant la timeli-
ness).

Tous les criteres utilisés de la sélection optimale du parametre b pouvant s’écrire comme cas
particuliers du critere J défini dans I’équation (1) (voir section 4), cette méthode s’inscrit dans le

cadre de la théorie générale définie dans la section 3.1 en imposant comme contrainte linéaire
Ka1(j/b)

ue les coefficients soient sous la forme w; = —,
b I X Kai(i/b)

5.5 Liens entre les différentes méthodes
5.5.1 Criteres de Gray et Thomson et ceux de Grun-Rehomme et alii

Les criteres F, et Sg peuvent se déduire de Fgr et Sgr. Les approches de GRAY et THOMSON
(1996) et GRUN-REHOMME, GUGGEMOS et LADIRAY (2018) sont donc équivalentes pour la
construction de filtres symétriques.

Notonsxt:(l rorro td),ﬁ,:(ﬁo ﬁd)’_
Pour le critere de fidelity :

+h +h +h
g —8& = Z Ojx4j—x | B+ Z €+ Z 0;(Gr+j— &),

Jj=—h Jj=—h Jj=—h
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Si 0 préserve les polyndmes de degré d alors Z]th_h Oixij=x.oux = (1 t 2 - t9).
Puis, comme & et & sont de moyenne nulle et sont non corrélés :

For(8) =E[(& — )% = 6 (6’ 1+Q)6.

Sié =0alors Q=0et Fgr(0) = F4(0).

Pour la smoothness on a :

h h h
Vg =3 0;V!((xj—x0) B) + ) 0;Vier;+ ) O;VI&y;.
= —0sig>d+1 i=h j=h
D’oupourg=d+1:
Sor(8) =E[(VIg)?] = 0 (6?B,+1,) 6.

On peut par ailleurs montrer que pour toute série temporelle X;,

Vi(MoX;) = (—1)* Y (VI6) Xrsk—
keZ

avec 6, = 0 pour |k| > i+ 1. Avec & = 0 on trouve donc que Sgr(0) = 62S,(0).

5.5.2 Equivalence avec les moindres carrés pondérés

Du fait de la forme des filtres obtenus par la méthode de GRUN-REHOMME, GUGGEMOS et
LADIRAY (2018), lorsque les contraintes imposées sont la préservation des tendances de degré
d, celle-ci est équivalente a une estimation locale d’une tendance polynomiale de degré d par
moindres carrés généralisés. En effet, dans ce cas, la solution est § = X~ 1X [’, (XpZ_lX ;) - el
avec X = aF + BS+ yT, et c’est I’estimation de la constante obtenue par moindres carrés
généralisés lorsque la variance des résidus est X. [’équivalence entre les deux méthodes peut
donc se voir comme un cas particulier de I’équivalence entre les moindres carrés pondérés et les
moindres carrés généralisés. C’est par exemple le cas des filtres symétriques d’Henderson qui
peuvent s’obtenir par les deux méthodes.

Dans ce sens, HENDERSON (1916) a montré que les poids w = (w_,,...wy) associés a une
moyenne mobile issue de la régression polynomiale locale par moindres carrés pondérés pou-
vaient s’écrire sous la forme :

i
w; = K;P| ———— ] ou P est un polyndome de degré d.
i j (p—l—f+1) poly g

I a également montré 1’inverse : toute moyenne mobile 6 = (6_,...,0) qui préserve les
tendances de degré d et dont le diagramme des coefficients change au plus d fois de signes
peut €tre obtenue par une régression polynomiale locale de degré p estimée par moindres carrés

X s L
PEFET de degré inférieur ou égal a d
et dont les changements de signes coincident avec les changements de signes de 6. Le noyau

associé est alors K; = ﬁ C’est le cas de tous les filtres symétriques issues de 1’approche
pHf+1
FST et de la majorité des filtres asymétriques. L’annexe C présente les quelques poids pour

lesquels il n’y a pas équivalence.

pondérés. Pour cela il suffit de trouver un polyndme P (

14¢ Journées de méthodologie statistique de I’'Insee (JMS) / Mars 2022 / PARIS 30



Plus récemment, LUATI et PROIETTI (2011) se sont intéressés aux cas d’équivalences entre
les moindres carrés pondérés et les moindres carrés généralisés pour déterminer des noyaux
optimaux (au sens de Gauss-Markov). IIs montrent que le noyau d’Epanechnikov est le noyau
optimal associé a la régression polynomiale locale ou le résidu, &, est un processus moyenne
mobile (MA) non inversible d’ordre 1 (i.e., & = (1 — B)&,, avec & un bruit blanc). Dans ce cas,
la matrice ¥ de variance-covariance correspond a la matrice obtenue par le critere de smoothness
avec le parametre g =2 (). j(V2 0 j)2 = 0X0) : il y a donc équivalence avec 1’approche FST. De
méme, le noyau d’Henderson est le noyau optimal associé a la régression polynomiale locale ot
le résidu est un processus moyenne mobile (MA) non inversible d’ordre 2 (i.e., & = (1 — B)zét,
avec & un bruit blanc).

5.5.3 RKHS et polynomes locaux

Comme montré dans la section précédente, la théorie des espaces de Hilbert a noyau reproduisant
permet de reproduire les filtres symétriques par approximation polynomiale locale. Comme le
montrent LUATI et PROIETTI (2011), cette théorie permet donc également de reproduire les filtres
directs asymétriques (DAF), qui sont équivalents a I’approximation polynomiale locale mais en
utilisant une fenétre d’estimation asymétrique. Cependant, ils ne peuvent pas €tre obtenus par la
formalisation de DAGUM et BIANCONCINI (2008) mais par une discrétisation différente de la

formule (14) : detH o[
_detrdgqq|1,1

Kg1(t) = Wfo(f)-

Dans le cas discret, fy(r) est remplacé par k; et en remplagant les moments théoriques par les
moments empiriques H; | devient XI’,K »Xp et les coefficients du filtre asymétrique sont obtenus
en utilisant la formule : , .
detXpKPXp[l,]]
Vai T T hetX K X,
tApBpip

En effet, la regle de Cramer permet de trouver une solution explicite a I’équation des moindres
carrés (X,K,X,)B = X,K,y, ot fo = iy :

o detX)KpX,[1,0)
O detX)K, X,

fo(t) ot b=X,Kpy,.
Comme b= Y9_ ,x;K;ys+ il vient :
!/ Z /
detX K, X,[1,b] = ) detX K,X,[1,x;]K;y .
j=—h
Et enfin :

~ 9 detX'K,X 1,j
BO =1y = Z d . /p p[ ]]
j etXprXp

KiVi+j-
=—h

6 Comparaison des différentes méthodes

Les différentes méthode de construction de moyennes mobiles asymétriques sont comparées
sur des données simulées et des données réelles. Pour toutes les séries, un filtre symétrique
de 13 termes est utilisé. Ces méthodes sont également comparées aux estimations obtenues
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en prolongeant la série par un modele ARIMA 23 puis en appliquant un filtre symétrique de
Henderson de 13 termes.

6.1 Meéthodologie

En suivant une méthodologie proche de celle de DARNE et DAGUM (2009), neuf séries mensuelles
sont simulées entre janvier 1960 et décembre 2020 avec différent niveaux de variabilité. Chaque
série simulée y; = C; + T; + I; peut s’écrire comme la somme de trois composantes :

— le cycle C; = p[cos(2mt /A ) +sin(2mt /A)], A est fixé a 72 (cycles de 6 ans, il y a donc
19 points de retournement détectables) ;

— latendance T, = T;_1 + V; avec V; ~ A (0,02), oy étant fixé ) 0,08 ;

— et lirrégulier I, = ¢; avec ¢, ~ .4 (0,067).

Pour les différentes simulations, nous faisons varier les parametre p et 682 afin d’avoir d’avoir
des séries avec différents rapports signal sur bruit :

— Fort rapport signal sur bruit (c’est-a-dire un I-C ratio faible et une faible variabilité) :
Gez =0,2etp =3,0,3,50u 4,0 (I-C ratio compris entre 0,9 et 0,7) ;

— Rapport signal sur bruit moyen (c’est-a-dire un I-C ratio moyen et une variabilité
moyenne) : 63 =0,3etp=1,5,2,00u 3,0 (I-C ratio compris entre 2,3 et 1,4) ;

— Faible rapport signal sur bruit (c’est-a-dire un I-C ratio fort et une forte variabilité) :
Gez =0,4etp =0,5,0,7 ou 1,0 (I-C ratio compris entre 8,9 et 5,2).

Pour chaque série et chaque date, la tendance-cycle est estimée en utilisant les différentes
méthodes présentées dans de ce rapport. Pour les régressions polynomiales locales, les filtres
asymétriques sont calibrés en utilisant I’'I-C ratio estimé a chaque date (en appliquant un filtre de
Henderson de 13 termes) et pour la méthode FST, un quadrillage du plan est réalisé avec un pas
de 0,05 et avec comme contraintes linéaires la préservation des polynomes de degrés 0 a 3. Trois
criteres de qualité sont également calculés :

1. Calcul du déphasage dans la détection des points de retournement. La définition
ZELLNER, HONG et MIN (1991) est utilisée pour déterminer les points de retournement :

— on parle de redressement (uprurn) lorsque 1’on passe d’une phase de réces-
sion a une phase d’expansion de 1’économie. C’est le cas a la date ¢ lorsque

Vi3 ZVt-2 2 Vi1 <Yt Vil

— on parle de ralentissement (downturn) lorsque 1’on passe d’une phase d’expansion a
une phase de récession. C’est le cas a la date 7 lorsque y,—3 < y;—2 < V,—1 > Vr > Vi 1.

Le déphasage est souvent définit comme le nombre de mois nécessaires pour détecter le
bon point de retournement (i.e., le point de retournement sur la composante cyclique).
Nous utilisons ici un critere 1égerement modifié : le déphasage est définit comme le
nombre de mois nécessaires pour détecter le bon point de retournement sans aucune
révision future. Il peut en effet arriver que le bon point de retournement soit détecté par des
filtres asymétriques mais ne le soit pas avec 1’estimation finale avec un filtre symétrique
(c’est le cas de 41 points de retournements sur I’ensemble des 9 séries avec les filtres
asymétriques de Musgrave) ou qu’il y ait des révisions dans les estimations successives

23. Le modele ARIMA est déterminé automatiquement en n’utilisant pas de retard saisonnier (les séries étant
désaisonnalisées) et en n’utilisant aucune variable extérieure (comme des régresseurs de correction des points

atypiques).
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(c’est le cas de 7 points de retournements sur 1’ensemble des 9 séries avec les filtres
asymétriques de Musgrave). Finalement, relativement peu de points de retournement
sont détectés a la bonne date avec 1’estimation finale. Avec le filtre de Henderson de 13
termes, 18 sont correctement détectés sur les séries avec une faible variabilité (sur les 57
possibles), 11 sur les séries a variabilité moyenne et 12 sur les séries a forte variabilité.

2. Calcul de deux criteres de révisions : la moyenne des écarts relatifs entre la g° estimation
et la derni¢re estimation MAE,(q) et la moyenne des écarts relatifs entre la g° et la g + 1¢
estimation MAE,.(q)

Yt|t4q = Vt|last Yt|t+q = Vt|t+q+1

MAE;.(q) =E et MAE,(q)=E

Yt|last Yt|t+q+1

6.2 Séries simulées
6.2.1 Comparaison des filtres polynomiaux locaux et des filtres RKHS

Du fait du fort degré de liberté de I’approche FST (dans le choix des différents parametres),
dans cette section, on ne compare les méthodes issues 1’approche polynomiale locale utilisant le
noyau de Henderson 24 et les filtres RKHS byr, by etbyg.

En termes de déphasage dans la détection des points de retournement, c’est le filtre LC qui
semble donner les meilleurs résultats lorsque la variabilité de la série est moyenne ou forte
(figure 1). Les performances sont relativement proches de celles obtenues en prolongeant la série
grace a un modele ARIMA. Toutefois, lorsque la variabilité est faible, ils semblent donner de
moins bons résultats. Etonnement, c’est le filtre bg,¢ qui minimise le déphasage qui donne les
moins bons résultats. Les autres filtres RKHS ont également une grande variabilité en termes
de déphasage. Cela peut s’expliquer par le fait que la courbe des coefficients des moyennes
mobiles asymétriques sont assez éloignées des coefficients du filtre symétrique : il y a donc
potentiellement beaucoup de révisions dans la détection des points de retournement. En effet,
lorsque le déphasage est défini comme la premiere date a laquelle le bon point de retournement
est détecté, c’est le filtre by ¢ qui donne les meilleurs résultats.

Concernant les révisions, la variabilité de la série a peu d’impact sur les performances respectives
des différentes méthodes mais joue sur les ordres de grandeurs. Globalement, les filtres LC
minimisent toujours les révisions (voir tableau 4) et les révisions sont plus importantes avec les
filtres CQ, DAF et les filtres RKHS autres que by . Pour les filtres QL, il y a une forte révision
entre la deuxieme et la troisieme estimation : cela peut venir du fait que pour la deuxieme
estimation (lorsque 1’on connait un point dans le futur), le filtre QL associe un poids plus
important a I’estimation en ¢ + 1 qu’a I’estimation en ¢, ce qui crée une discontinuité. Pour les
filtres polynomiaux autres que le filtre LC, les révisions importantes a la premiere estimation
étaient prévisibles au vu de la courbe des coefficients : un poids trés important est associé a
I’observation courante et il y une forte discontinuité entre la moyenne mobile utilisée pour
I’estimation en temps réelle (lorsqu’aucun point dans le futur n’est connu) et les autres moyennes
mobiles.

24. Tl est en effet difficile de comparer proprement les résultats entre les différents noyaux car le filtre symétrique
n’est pas le méme. Cela a pour conséquence que des points de retournement peuvent étre détectés. Par exemple,
pour le filtre LC, sur les trois séries ayant une variabilité moyenne, seul 1 point de retournement est correctement
détecté par I’ensemble des noyaux. Toutefois, une premiere analyse des résultats montrent que les différents noyaux
ont des performances proches en termes de déphasage et de révisions, sauf le noyau uniforme qui produit de moins
bons résultats.
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FIGURE 1 — Distribution des déphasages sur les séries simulées.

TABLE 4 — Moyenne des écarts relatifs des révisions pour les différents filtres sur les séries a
variabilité moyenne.

Méthode ¢g=0 ¢g=1 g=2 g=3 g=4 qg=5

MAEfe(‘I) =E H (yt\t+q _)’t|last)/)’t\last H
LC 0,21 0,10 0,03 0,03 0,03 0,01

QL 0,33 0,10 0,04 0,04 003 0,01
CQ 045 0,13 0,13 0,09 0,06 0,02
DAF 047 0,15 0,15 0,09 0,06 0,02
bgr 0,63 021 0,03 0,09 0,09 0,04
by 0,83 037 003 0,09 0,09 0,04
bq.¢ 0,31 0,11 0,03 0,05 0,07 0,09
ARIMA 0,22 0,10 0,03 0,03 0,03 0,01

MAEc.(q) =E H ()’z\t+q _yz|t+q+1)/yz\t+q+1 H

LC 0,19 0,10 0,02 0,01 0,07 0,01

QL 0,29 346 0,00 0,03 0,04 0,01

CQ 043 002 0,10 0,07 0,05 0,02
DAF 0,66 024 0,11 0,14 0,06 0,02
byr 0,38 032 0,09 0,00 041 0,04

by 0,70 046 0,10 0,00 043 0,04

by, 0,22 0,16 0,08 0,05 0,03 0,09
ARIMA 0,21 0,13 0,02 0,02 025 0,01
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Le prolongement de la série par un modele ARIMA donnent révisions avec les dernicres
estimations du méme ordre de grandeur que le filtre LC mais des révisions plus importantes entre
les estimations consécutives (on pouvait s’y attendre comme souligné dans la section 2.3.1).

En somme, par rapport au filtre LC, la réduction du déphasage du filtre b, ¢ se fait au colt de
révisions 4 fois plus importantes lorsque la variabilité de la série est moyenne. Pour les séries a
forte variabilité, les révisions sont du méme ordre de grandeur mais 1’écart est bien plus important
pour les séries a faible variabilité.

6.2.2 Comparaison avec I’approche FST

Pour le choix des poids dans I’approche FST, I'idée retenue dans cette étude est de faire un
quadrillage du plan [0, 1]? avec un pas de 0,05 et en imposant & + 8 + 7 = 12>, Pour chaque
combinaison de poids, quatre ensembles de moyennes mobiles sont construits en for¢ant dans la
minimisation la préservation de polynomes de degré 0 a 3. Le filtre symétrique utilisé est toujours
celui de Henderson. Ces différentes moyennes mobiles sont ensuite comparées relativement aux
performances des filtres LC et, par simplification, uniquement sur les séries simulées a variabilité
moyenne.

2.4
2.3

1.9
1.7
15
1.3
1.2

0.9

2.4
2.3

1.9
1.7
15
13
1.2

0.9

FIGURE 2 — Médiane du déphasage relatif des filtres FST par rapport au filtre LC selon les poids
sur les séries simulées a variabilité moyenne.

En termes de déphasage, en médiane, les filtres qui sont plus performants que les filtres LC sont
ceux qui préservent le polyndmes de degré 2 et ayant un poids associé a la fidelity (B) inférieur a
0,5 et ceux qui préservent les polyndomes de degré 3 (figure 2). En revanche, une analyse plus
fine des résultats montre qu’en moyenne le déphasage est plus élevé qu’avec la méthode LC

25. Comme il n’est pas possible d’avoir un poids associé a la timeliness (7y) égale a 1 (sinon la fonction objectif
n’est pas strictement convexe), on construit également un filtre avec un poids trés proche de 1 (1 — 1/1000).
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pour tous les filtres FST mais les résultats sont quasiment équivalents (entre 1,0 et 1,1) pour les
filtres qui préservent les polyndémes de degré 2 avec ¢ = 8 = 0,05 et & = 0,05, B = 0 et ceux
qui préservent les polyndomes de degré 3 avec § = 0.

degré 0

FIGURE 3 — Moyenne des écarts relatifs des révisions entre la premiere et la derniere estimation
(MAE{,(0)), comparativement aux révisions du filtre LC sur les séries a variabilit¢ moyenne.

En termes de révisions (figures 3 et 4), les révisions entre la premiere et dernicre estimation et
entre la premiere et deuxieéme estimation sont inférieures a celles du filtre LC lorsque les filtres
préservent les polyndmes de degré 1. En revanche, avec les filtres qui préserve les polynomes de
degré 3 les révisions entre la premiere et derniere estimation sont en moyenne plus de deux fois
plus importante qu’avec le filtre LC et sont modérément plus élevées (rapport entre 1 et 2).

En somme, méme si une étude plus approfondie devrait étre menée, pour 1’étude de la méthode
FST il parait opportun de se concentrer sur les filtres qui préserve les polynomes de degré 2 avec
un poids associé au critere fidelity élevé et un poids faible associé au critere smoothness.

6.3 Série réelle

Les différentes méthodes sont également comparées sur le point de retournement
d’avril 2020 sur les ventes au détail des Etats-Unis (série RETAILx de la base FRED-
MD MCCRACKEN et NG (2016), utilisée en logarithme). C’est une série avec une
variabilité moyenne. Les résultats des différentes estimations sont tracées dans les fi-
gures 5 a 8. Pour I’approche FST, on ne retient que les filtres obtenus avec les poids
(a B y) = (0,05 0,00 0,95),(0,00 0,05 (),95),(0,05 0,05 0,90) ou (0 0 1)
et en préservant les tendances de degré 2 ou 3.

Méme si presque toutes les méthodes ont un déphasage d’au plus 3 mois sur ce point de
retournement, les estimations intermédiaires différent grandement. Il y a par exemple nettement
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FIGURE 4 — Moyenne des écarts relatifs des révisions entre la premiere et la deuxieme estimation
(MAE_(0)), comparativement aux révisions du filtre LC sur les séries a variabilité moyenne.

Linear - Constant (LC) Quadratic - Linear (QL)
Déphasage de 3 mois Déphasage de 2 mois

13,34 R 13,34
. oct. 2020

: /Q 20320 : ao(t 2020
: : iy M -
1329 _ : 20t 2020 13,2 : / ock-2026

/\\2020 \ 42020
ol \// 1314 /
\\JLHH 2020

13'0 i . 13,0 J mai 202C
12'9- T T T : T T T T 12'9- T T T T T T T
N2 00 00 5020 5020 020 g2t O 9020 0020 9020 9020 | 020 o2t
o2 '\a(\\"l ma‘sl @ PP y o7 okt '\a“\"?’ “\aﬁ?’ @ 27 T .7 -\a“\l.l
Cubic - quadratic (CQ) DAF

Déphasage de 2 mois Déphasage de 2 mois

13,34

: iy zms(; oct. 2020, : - tr;éz'(z)ozo
- : - = 2020 et
13,2 : £ 200 2020 1324 \ : ju aodt 2020
. N .

13,34

13,14 13,14 § . 7
nai 2020
13,0 : 13,0 :
1 2 1 9 - T T T : T T T T 1 2 1 9 - T T T - T T T T
R T T L S Sy

FIGURE 5 — Estimations successives de la tendance-cycle des ventes au détail aux Etats-Unis
avec les méthodes polynomiales locales.
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FIGURE 6 — Estimations successives de la tendance-cycle des ventes au détail aux Etats-Unis
avec les RKHS et en prolongeant la série par modele ARIMA.
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FIGURE 7 — Estimations successives de la tendance-cycle des ventes au détail aux Etats-Unis
avec la méthode FSTet (¢ B 7) = (0,05 0,00 0,95) ou (0,05 0,05 0,90).
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FIGURE 8 — Estimations successives de la tendance-cycle des ventes au détail aux Etats-Unis
avec laméthode FSTet (¢ B 7) = (0,00 0,05 0,95)ou (0 0 1).

plus de variabilités dans les estimations en temps réel pour les méthode QL, CQ et DAF et les
filtres FST (figures 5, 7 et 8), avec des estimations intermédiaires qui semblent peu plausibles
(notamment pour la premiere estimation du mois d’avril 2020). Les premieres estimations avec
le filtre LC ne capte pas la remontée en mai et juin 2020 : cela peut provenir du fait qu’en
fin de série, la tendance modélisée est linéaire. Concernant les filtres RKHS, les estimations
intermédiaires du filtre b,  semblent tres erratiques, ce qui s’explique, encore une fois, par le fait
que les moyennes mobiles asymétriques utilisées lorsque I’on se rapproche du cas symétrique
sont €loigné€es de la moyenne mobile symétrique d’Henderson. En revanche, les filtres b, - et
by, donnent des estimations intermédiaires proches de I’estimation finale, tout en minimisant le
déphasage.

La qualité des estimations intermédiaires peut également €tre analysée graces aux prévisions
implicites des différentes méthodes. Pour rappel, il s’agit des prévisions de la série brute qui, en
appliquant le filtre symétrique de Henderson sur la série prolongée, donne les mémes estima-
tions que les moyennes mobiles asymétriques. L’annexe D rassemble les différentes prévisions
implicites des filtres étudiés dans cette section. Les prévisions implicites des filtres polynomiaux
autres que LC, des filtres FST et du filtre b, ¢ sont tres peu plausibles et tres €loignés des valeurs
futures. Le contrecoup en mai 2020 suite a la baisse d’avril 2020 ne sont pas prévus par le modele
ARIMA mais le sont par les filtres LC et RKHS, en revanche, les prévisions a I’horizon de 6
mois peuvent étre assez éloignées des valeurs attendues.
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Conclusion

Pour I’analyse conjoncturel, la majorité des statisticiens fait directement ou indirectement appel
a des méthodes d’extraction de la tendance-cycle. Elles sont par exemple utilisées pour réduire
le bruit d’un indicateur afin d’en améliorer son analyse, et les modeles utilisées (comme les
modeles de prévision) utilisent généralement sur des séries désaisonnalisées qui s’appuient sur
ces méthodes.

Cette étude fait une premiere revue de la littérature des méthodes de construction des filtres
asymétriques pour 1’extraction de la tendance-cycle, utilisées pour I’estimation en temps réel
(i.e., I’estimation des derniers points connus). Toutes ces méthodes peuvent se voir comme des
cas particuliers d’une théorie générale de construction des moyennes mobiles. Elles sont par
ailleurs facilement mobilisables et comparables grice au package @ rjdfilters. Celui-ci
permet d’utiliser plusieurs outils, comme la construction des prévisions implicites, qui peuvent
aider les statisticiens a évaluer la qualité des estimations récentes des différents filtres.

La comparaison des différentes méthodes, bien que perfectible, permet de tirer quelques en-
seignements pour la construction de ces moyennes mobiles. Premi¢rement, en fin de période,
chercher a conserver des tendances polynomiales de degré supérieur a un (filtres QL, CQ et DAF
et certains filtres FST) semble introduire de la variance dans les estimations (et donc plus de
révisions) sans gain significatif en termes de détection de point de retournement. La méthode de
désaisonnalisation STL utilisant les filtres DAF en fin de période, elle pourrait facilement étre
améliorée. Il faut en revanche que la longueur du filtre utilisé soit adapté a la variabilité de la
série : si le filtre utilisé est trop long (c’est-a-dire si la variabilité de la série est « moyenne »),
conserver des tendances polynomiale de degré au plus 1 (méthode LC) produit de moins bons
résultats en termes de détection des points de retournement.

Deuxiemement, plus d’investigations devraient étre faites sur la théorie des RKHS qui pourrait
donner un bon compromis entre minimisation du déphasage et révisions. En revanche, ils
devraient uniquement étre utilisées pour les premieres estimations de la tendance-cycle (lorsque
peu de points dans le futur sont connus), lorsqu’au moins 3 points dans le futur sont connus, un
filtre simple (comme le filtre LC) peut €tre utiliser pour limiter les révisions avec le filtre final.
Par ailleurs, leur calibration peut étre sujette a des problemes d’optimisation (filtre by, ).

Enfin, la moins bonne performance apparente de certains filtres basés sur 1’approche FST ou les
RKHS pourrait provenir de I'utilisation de filtres sous-optimaux lorsque que 1’on s’approche
du cas d’utilisation du filtre symétrique. Sur I’approche FST par exemple, rien ne justifie que
I’on devrait utiliser les mémes poids entre fidélité, lissage et temporalité pour la construction de
toutes les moyennes mobiles asymétriques. Chaque moyenne mobile asymétrique devraient ainsi
étre construite de maniere indépendante

Cette étude pourrait €tre étendue de plusieurs manieres.

Tout d’abord, elle n’est pas exhaustive et pourrait donc étre complétée.

Parmi les approches étudiées, 1’extension proposée aux méthodes polynomiales locales afin
d’ajouter un critere sur le déphasage pourrait donner des résultats prometteurs. Sur les méthodes
FST et DAF, des méthodes de réduction de dimension pourraient tre mobilisées afin d’étudier
les parametres les plus déterminants sur les performances des filtres.

Parmi les approches récentes non étudiées, nous pouvons citer VASYECHKO et GRUN-REHOMME
(2014) qui utilisent le noyau d’Epanechnikov pour construire des filtres asymétriques de 13
termes (i.e., en utilisant un nombre de points dans le passé différent du filtre symétrique), et
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FENG et SCHAFER (2021) qui proposent, en fin de période, 1’utilisation de poids optimaux (au
sens de I’erreur quadratique moyenne) dans les régressions polynomiales locales.

Parmi les pistes d’extension, on pourrait s’ intéresser a I’impact de la longueur des filtres dans
la détection des points de retournement. En effet, les filtres asymétriques sont calibrés avec
des indicateurs calculés pour I’estimation des filtres symétriques (par exemple pour déterminer
automatiquement sa longueur), alors qu’une estimation locale pourrait étre préférée. Par ailleurs,
nous nous sommes concentrés uniquement sur les séries mensuelles dont le filtre symétrique
est de 13 termes, mais les résultats peuvent étre différents si le filtre symétrique étudié est plus
long/court et si I’on étudie des séries a d’autres fréquences (trimestrielles ou journalieres par
exemple).

Une autre piste pourrait étre d’étudier I’impact des points atypiques : les moyennes mobiles,
comme tout opérateur linéaire, sont tres sensibles a la présence des points atypiques. Pour limiter
leur impact, dans X-13ARIMA une forte correction des points atypiques est effectuée sur la
composante irréguliere avant d’appliquer les filtres pour extraire la tendance-cycle. Cela amene
donc a étudier I’'impact de ces points sur 1’estimation de la tendance-cycle et des points de
retournement, mais aussi a explorer de nouveaux types de filtres asymétriques basés sur des
méthodes robustes (comme les régressions locales robustes ou les médianes mobiles).
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B Coefficients, fonctions de gain et de déphasage
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FIGURE 11 - Coefficients, fonctions de gain et de déphasage pour le filtre Linear-Constant (LC)
avec I/C =3,5.
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FIGURE 12 — Coefficients, fonctions de gain et de déphasage pour le filtre Quadratic-Linear
(QL) avec I/C = 3,5.
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FIGURE 13 — Coefficients, fonctions de gain et de déphasage pour le filtre Cubic-Quadratic (QL)
avec I/C =3,5.
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FIGURE 14 — Coefficients, fonctions de gain et de déphasage pour le filtre asymétrique direct
(DAF) avec I/C = 3,5.
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FIGURE 15 - Coefficients, fonctions de gain et de déphasage pour le filtre RKHS b, 1.
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FIGURE 16 — Coefficients, fonctions de gain et de déphasage pour le filtre RKHS b, .
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FIGURE 17 — Coefficients, fonctions de gain et de déphasage pour le filtre RKHS b ¢.
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C Equivalence entre ’approche FST et les filtres polynomiaux
locaux

Dans cette annexe sont tracés les rares poids pour lesquels I’approche FST n’est pas équivalente
a I’approche polynomiale locale pour z = 6 (filtre symétrique de 13 termes). Lorsqu’un graphique
n’est pas affiché c’est que tous les filtres FST sont équivalents une approche polynomiale locale
par moindre carrés pondérés. Par exemple pour les filtres associés au filtre symétrique de 13
termes (h = 6, figure 18) il n’y a des graphiques que pour les filtres utilisés en temps réel (g = 0)
et lorsque ce filtre conserve les constantes (d = 0), les droites (d = 1) et les polyndmes de degré
2 (d = 2). Dans tous les autres cas (i.e., des que 1’on connait au moins un point dans le futur,
g > 1), il y a équivalence pour tous les poids testés 2.

La smoothness est calculée avec le parametre ¢ =3 (Sg(0) =% j(V3 0;)%), comme pour le filtre
symétrique d’Henderson.

d=0-q=0 d=0-q=1 d=0-q=2

FIGURE 18 — Ensemble des poids pour lesquels la méthode FST n’est pas équivalente aux
moindres carrés pondérés pour & = 6 (filtre symétrique de 13 termes), sous contrainte de préser-
vation des polynomes de degré au plus 3 (d =0, 1,2,3).

26. Un quadrillage de 200 points de Iintervalle [0, 1] a été effectuée et on ne garde que I’ensemble des poids tels
que leur somme fasse 1.
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D Prévisions implicites pour séries RETAILx

Cette annexe montre les prévisions implicites associées aux différentes estimations de la tendance-
cycle sur les ventes au détail des Etats-Unis autour du point de retournement d’avril 2020.
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FIGURE 19 - Prévisions implicites associées aux estimations successives de la tendance-cycle
des ventes au détail aux Etats-Unis avec les méthodes polynomiales locales.
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FIGURE 20 — Prévisions implicites associées aux estimations successives de la tendance-cycle
des ventes au détail aux Etats-Unis avec les RKHS et en prolongeant la série par modele ARIMA.
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FIGURE 21 — Prévisions implicites associées aux estimations successives de la tendance-cycle
des ventes au détail aux Etats-Unis avec la méthode FST et (¢ B 7) = (0,05 0,00 0,95)
ou (0,05 0,05 0,90).

14¢ Journées de méthodologie statistique de I’'Insee (JMS) / Mars 2022 / PARIS 50



FST degré 2a=03=0.05y=0.95 FST degré 3a=03=0.05y=0.95

Déphasage de 3 mois Déphasage de 2 mois
154 juil, 2020
, 20 4
. 7/  aopt2020
141 : Tl
: PR A 15 7 juir 2020_00¢ 2020
: S e —:{:—"
134 ¥ = \s,efl 2020 ~ : SO
: oct. 2020 104 S ~ ‘#'\\JL”’PZO
12 4 \
. . -\,
ao(t 2020
02 L\ 2020 o> NI AS 020 L\ 2020 02> | 02>
_— 2 W B o % W 2 _— 2% W 2 o % o 2
FSTdegré2a=0p3=0y=1 FSTdegré3a=0p=0y=1
Déphasage de 2 mois Déphasage de 2 mois
184 20
16 4
141 151 _ o202
oo 7020 . il =
. ~ N ~ S : ~
12 : ~ . S i 2020~
juil ‘39020 10 4 N
10 4 : ao(t 2020 . \
. - nlo[u\?O?O -
020 202 N AS 020 . | 202>
\a“\l,l .\\)\\,'L % a2 \a“\l,l .\“\,2 . % .\“\\,1

FIGURE 22 — Prévisions implicites associées aux estimations successives de la tendance-cycle
des ventes au détail aux Etats-Unis avec la méthode FSTet (¢ ) = (0,00 0,05 0,95)
ou (O 0 1).
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