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(Cross-Classified Sampling) a D dimensions.
Population produit

Les individus d"une population produit ¢/ sont de la forme
k = (kl,. . .,kD), aveck; € Uy,...,kp € Up.
Ces derniers possedent une variable d’intérét réelle yy.

Exemple
Plans produits a deux dimensions :
® Ohlsson — Uy = Magasins, U, = Produits.
® Juillard et al. — U4 = Maternités, U, = Dates.
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OBJECTIF

A partir d"un échantillon S, un estimateur f(Y) de f(Y) est

construit, ot
o k
Y = Z ]/k, Y = Z L
kU kes Tk

Le but est de produire des estimations de V,(f(Y)).
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OBJECTIF

A partir d"un échantillon S, un estimateur f(Y) de f(Y) est

construit, ot
_ yk
Y=D) yo Y=) =
kel keS

Le but est de produire des estimations de V,(f(Y)).
Deux approches possibles:
e Produire un estimateur classique V,(Y) puis utiliser une
méthode de linéarisation de f.

® Construire une méthode bootstrap, de sorte que
V. (Y*) ~ V,(Y), puis calculer V. (f(Y*)) par une méthode
de Monte-Carlo.
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DECOMPOSITION DE HOEFFDING-SOBOL

Théoreme (Décomposition de Hoeffding-Sobol)

1l est possible de décomposer Y sous la forme

y= Y ¥

1c{1,...,D}

oil les termes Y'! ne dépendent que des Sy avec d € I. De plus, les
termes de cette décomposition sont décorrélés, d’oit

V,(Y)= Y V(Y.
IC{1,..,D}
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@ Propriétés générales

Résultats théoriques
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RESULTATS THEORIQUES

On a le résultat principal suivant :

Théoreme (Ordre de grandeur des termes de variance)

Sous des hypotheses classiques (voir Juillard et al.), on peut établir

que
. N2
V, (YD) = o( )
p( ) [acrna
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RESULTATS THEORIQUES

On a le résultat principal suivant :

Théoreme (Ordre de grandeur des termes de variance)

Sous des hypotheses classiques (voir Juillard et al.), on peut établir

que
. N2
V, (YD) = o< )
p( ) [acrna

= Les termes dominants sont les V,(Y{4}) = O(N?/ny).
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PROPOSITIONS DE METHODES
D’ESTIMATION
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Estimations classiques
Estimations bootstrap

@ 7/21



CONSTRUCTION D’ESTIMATEURS SIMPLIFIES

Puisque V), (Y ) Y.c{1,..p} Vp( )~ Zd 1 VP(Y{d})
On peut utiliser

D
VSIMPL(Yy — 2 V (Yldhy

en utilisant des estimateurs sans biais de V,(Y{#}).
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CONSTRUCTION D’ESTIMATEURS SIMPLIFIES

Puisque V), (Y ) Y.c{1,..p} Vp( )~ Zd 1 VP(Y{d})
On peut utiliser

D
PSIMPL () — 2 \7 Y{d}

en utilisant des estimateurs sans biais de V,(Y{#}).
Une simplification supplémentaire est possible, a I'aide d"une
“estimation plug-in”.

VSIMPZ Z VPLUG Y{d})
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CONTRAINTES DE MOMENTS POUR UN ESTIMATEUR
BOOTSTRAP

On souhaite que “Y™* se comporte vis-a-vis de Y de la méme
maniere que Y se comporte vis-a-vis de Y”.
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CONTRAINTES DE MOMENTS POUR UN ESTIMATEUR
BOOTSTRAP

On souhaite que “Y™* se comporte vis-a-vis de Y de la méme
maniere que Y se comporte vis-a-vis de Y”.

Contraintes de moments

L’estimateur bootstrap Y* vérifie les contraintes de moments
d’ordres 1 et 2 lorsque :

E. (Y=Y
V.(Y*) = V,(Y)
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METHODE BOOTSTRAP A POIDS

Imaginons que 1’on dispose déja pour chaque dimension d
d’une méthode bootstrap a poids adaptée générant les poids

(wij )deSd'
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METHODE BOOTSTRAP A POIDS

Imaginons que 1’on dispose déja pour chaque dimension d
d’une méthode bootstrap a poids adaptée générant les poids

(wij )kd €Sy
On peut alors utiliser I’estimateur bootstrap naturel :

D
7= Y ] Twl = L ek

keS d=1 kes

Cet estimateur vérifie également asymptotiquement les
contraintes de moments.
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@ Propositions de méthodes d’estimation

Mlustrations : plan de sondage simple
Estimations classiques
Estimations bootstrap
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PLAN DE SONDAGE SIMPLE A DEUX DIMENSIONS

On tire 7 unités dans U; et n unités dans i/, selon un tirage
simple sans remise. L’estimateur de Horvitz-Thompson associé
s’écrit sous la forme

NN
== Z ZyklkZ'

ninz k1651 ko €Sy

Y =
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PLAN DE SONDAGE SIMPLE A DEUX DIMENSIONS

On tire 7 unités dans U; et n unités dans i/, selon un tirage
simple sans remise. L’estimateur de Horvitz-Thompson associé
s’écrit sous la forme

Y =

NN
== Z ZyklkZ'

ninz k1651 ko €Sy

On introduit pour la suite les moyennes

Vki € Uy, Ykl. = — Z Yk, moyenne sur la ligne k;
Nl ko€l
- 1
Vko € U, Yo, = — Z Yiiky moyenne sur la colonne kj
N2 k] elh
— 1
Yee = 2 Z Yk, mMoyenne totale
NlNZ k1 eLﬁ kZEZ/{Z e
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EXPRESSION DE LA VARIANCE
La variance de Y peut s’exprimer sous la forme suivante

. S2
V) = neng [(1 -
S
+ (1 —fz)nf2
+(1-fA) A~ foa)—=

2
512
nimnyp

(%)
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EXPRESSION DE LA VARIANCE

La variance de Y peut s’exprimer sous la forme suivante

. S?
V() = N3 [(1- )

53
1— £)22
+(1-f)
St
R AL I
avec
1 _ _
§? = Y (Yie—Yeo)? dispersion des lignes
Nl -1 k1€l
1 _ _
S2 = Y (Yer, — Yeo)?  dispersion des colonnes
N2 -1 ko€l

Sh=+-—+ Yo Y Wk — Yok, — Yige + Yoo
Nl - 1 N2 - 1 ki1€Uy ko €Uy o ’ '
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ESTIMATION SANS BIAIS DE LA VARIANCE

On peut estimer sans biais chacun des termes de variances par

G2
51 = [nll_l Y e —y..)2] - —fz)S;Z2

2
512

hy — 1 kr €Sy

% - [ L G, —y..>2] ()32

A 1 1 _ _ _
SZ Z Z (yklkz_yokz_yklo+yoo)2

12 —
= 1 h2 — 1 klesl ko€S;

ot1 les i sont des estimateurs de Y, par exemple pour k1 € Sy,

_ 1
yk1. = ; E yklkZ
2 keS,
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PREMIERE SIMPLIFICATION

On peut estimer asymptotiquement sans biais chacun des
termes de variances par

ot les 7 sont des estimateurs de Y, par exemple pour k; € Sy,

yklo - Z Ykiky
kGSz
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DEUXIEME SIMPLIFICATION

On peut estimer asymptotiquement sans biais chacun des
termes de variances par

A

12

é%zl L e y..)] ()

A

P S ek

ot les i sont des estimateurs de Y, par exemple pour k; € Sy,

ykl. = Z yklkz
kGSZ
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METHODE BOOTSTRAP

On considere la méthode de Rao et Wu. Il s’agit d"une méthode
bootstrap pour le tirage simple sans remise de taille . On
génere des poids bootstrap (wj )ies de la forme

14 n*(1—f) (nm;(k 1)] N

*

wk:

n—1 n* n

ot les variables (11} )rcs ont été générées suivant une loi
.1

multinomiale M (n*;1,..., 1) avec n* un parametre choisi.
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METHODE BOOTSTRAP

Pour le plan produit, S = S; X S2. On génere des poids
(w,(cl*)) et <w,((2*)) selon la méthode de Rao et Wu et
1 k1€51 2 ko €Sy

on construit les poids

Vki € S1,ka € Sa, Wiy, = wg*)wg*)

pour construire 1’estimateur bootstrap

Y= Z Z yklkzwzlkz

k1 651 szSz
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CONTRAINTES DE MOMENTS

Cet estimateur bootstrap vérifie d"une part la contrainte de
moment d’ordre 1 :
E.(Y")=Y
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CONTRAINTES DE MOMENTS

D’autres part, sa variance V, (Y*) s’exprime sous la forme ().
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CONTRAINTES DE MOMENTS

D’autres part, sa variance V, (Y*) s’exprime sous la forme (x).
On peut montrer que

52*—§2+(1—f)%
1 — ¥ 2 ’

S5 +(1— fl)
% = Sh-

ainsi, lorsque 11, n, sont suffisamment grands, la variance
bootstrap est asymptotiquement sans biais.
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@ Propositions de méthodes d’estimation

Simulations
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SIMULATIONS

Modele de génération

Pour ki € Uy, ky € Uy, on géneére une population avec
N7 x N = 1000 x 1000 variables d’intéréts :

Yiky, = W+ O1Ug, + 020k, + 010Wk i,

avec U, Uk, Wik, ~ N(0,1), p = 200,01 = 0» = 092 = 5.

Table: Biais relatifs (en pourcentage) d’estimateurs de VP(Y)

RaoWu Skinner

Simpl Simp2

ny np
5 5
10 10
10 100
100 100
500 500

16
8
2
0.6
—0.6

21
11
5
12
99

—-12
—4
0.1

-0.8

-0.8

10
6
2

0.2

0.7
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CONCLUSION
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CONCLUSION

Le plan produit est composé de plusieurs sous-plans.
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CONCLUSION

Le plan produit est composé de plusieurs sous-plans.

On peut produire des estimations asymptotiquement sans biais
en se concentrant sur une dimension a la fois.
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SOMMES PARTIELLES

Pour I C {1,...,D}, on introduit les populations partielles
Ur = Tlse1 Uy, et les sommes partielles pour k' € U,

Yk’ = Z yl

Vdel 1,, K,
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DECOMPOSITION DE HOEFFDING-SOBOL

Formules explicites

Pour I C {1,...,D}, Y! est donné par

gen(i)

kel del

Ainsi, on a également

avec Ak/y = Hdel Ai;l;.
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ORDRE DE GRANDEUR DES TERMES DE VARIANCES

Hypotheses classiques
Pour chaqued =1,...,D,

1. ng — co et N; — oo, et il existe une constante f; € [0, 1]
telle que

E%fd.

2. 1l existe une constante A; > 0 telle que
n
Vk €Uy, > A2
Ng
3. Il existe une constante 7 telle que

n
Vk #£1 €U, ML) < gy
d
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ESTIMATEUR PLUG-IN

L'estimateur plug-in de V,(Y!) est donné par l'expression

Yk/ ?1/ Ak/ll

VPLUG (YI) —
Tl 70y 7Ty

K VeS;
avec Yj un estimateur sans biais de Yj:

oy

[Tag1 7]

1€S d¢l 1y
VdEI,ld:k:j

On peut vérifier qu’il est bien asymptotiquement sans biais :

E, [VPLUG YI ] Z v, ( YI/
I'21
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HYPOTHESES POUR LA METHODE BOOTSTRAP A POIDS

Hypotheses

On dispose pourd = 1,..., D de poids bootstrap (wi;)
vérifiant les contraintes de moments.

i
Vk; € Sy, E*(wi:) = f;
7T

ka

AL Lol
Vky, 1y € Sy, Cov*(wk ,w‘l’l*) = o b W

d md ol
kgl k;'"1
drtd d d
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