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Résumé

Ces derniéres années, l'intégration d’échantillons probabilistes et non probabilistes a suscité
un intérét croissant. Les échantillons non probabilistes sont moins chers et plus rapides a réaliser,
mais les estimateurs qui en résultent sont vulnérables & un biais de sélection, car les probabilités
de participation sont inconnues. Pour corriger ce biais potentiel, des procédures d’estimation
basées sur des modéles paramétriques ou non parameétriques ont été discutées dans la littérature.
Cependant, la validité des estimateurs résultants dépend fortement de la validité des modéles
sous-jacents. En outre, les approches non paramétriques peuvent souffrir du fléau de la dimension
et d’une faible efficacité. Nous proposons une approche d’intégration des données en combinant
plusieurs modéles de régression et plusieurs modéles de score de propension. L’approche proposée
peut étre utilisée pour estimer des paramétres généraux, notamment les totaux, les moyennes, les
fonctions de répartition et les percentiles. Les estimateurs qui en résultent sont multi-robustes
au sens ou ils restent convergents si tous les modeéles, sauf un, sont mal spécifiés. Les propriétés
asymptotiques des estimateurs ponctuels et de la variance sont établies. Les résultats d’une
étude de simulation suggérent que la méthode proposée se comporte bien en termes de biais et
d’efficacité.

Introduction

Traditionnellement, les instituts nationaux de statistique (INS) ont collecté les données au
moyen de procédures d’échantillonnage probabiliste et les inférences ont été effectuées par rap-
port au plan de sondage. Dans le cas d’une inférence basée sur le plan de sondage, les propriétés
des estimateurs ponctuels et de variance sont évaluées par rapport au plan de sondage et des
inférences valides peuvent étre tirées sans s’appuyer sur la validité d’un modéle, & condition que
les erreurs non dues a I’échantillonnage soient négligeables. Cela ne veut pas dire que les modéles
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ne peuvent pas jouer un role dans le cadre inférentiel basé sur le plan de sondage. En effet, ’ef-
ficacité des estimateurs ponctuels peut étre améliorée en utilisant une information auxiliaire au
stade de ’estimation, en capitalisant sur la relation entre une variable d’intérét et un ensemble
de prédicteurs. Les procédures d’estimation qui en résultent, appelées procédures assistées par
un modéle, utilisent un modele de travail comme véhicule afin de construire des estimateurs
ponctuels, mais les estimateurs qui en résultent restent convergents par rapport plan de sondage
méme si le modeéle est mal spécifié ; voir, par exemple, Sdrndal et col. (1992) et Bredit et Opsomer
(2017).

Ces derniéres années, les méthodes d’intégration des données provenant d’échantillons pro-
babilistes et non probabilistes ont fait I’objet d’'une grande attention, car la diminution des taux
de réponse et 'augmentation des cotits de collecte des données sont devenues une préoccupation
majeure. De nos jours, divers types de sources de données non probabilistes sont & la disposition
des praticiens d’enquétes, notamment les panels opt-in, les médias sociaux et les informations
satellitaires. Bien que ces sources de données fournissent des données actuelles pour un grand
nombre de variables et d’unités de la population, elles ne parviennent souvent pas a représenter
la population cible d’intérét en raison de biais de sélection inhérents. La présence (ou la partici-
pation) d’une unité sur une source non probabiliste est inconnue, contrairement aux procédures
d’échantillonnage probabiliste, pour lesquelles les probabilités d’inclusion sont connues, en gé-
néral. La maniére d’intégrer des données provenant d’échantillons non probabilistes a suscité
beaucoup d’attention ces derniéres années. Le lecteur est invité & consulter les articles suivants :
Rivers (2007), Bethlehem (2016), Elliot et Vaillant (2017), Lohr et Raghunathan (2017), Chen et
aol. (2019), Beaumont (2020), et Rao (2020) pour des discussions sur les méthodes d’intégration
de données.

Les procédures d’estimation de I'intégration des données peuvent étre classées en trois grandes
catégories : (i) pondération par calage d’un échantillon non probabiliste sur des totaux estimés
a partir d'une enquéte probabiliste, par exemple, Elliot et Vaillant (2017); (ii) appariement
statistique ou imputation de masse, par exemple, Rivers (2007); et (iii) pondération par score
de propension d'un échantillon non probabiliste, par exemple, Chen et col. (2019). Cependant,
quelle que soit I'approche utilisée, la validité des estimateurs ponctuels dépend fortement de la
validité du modéle supposé. Par conséquent, les estimateurs ponctuels sont vulnérables a une
mauvaise spécification du modéle. Afin de fournir une certaine robustesse contre la mauvaise
spécification du modele, Chen et col. (2019) ont proposé un estimateur doublement robuste de
la moyenne dUne population, incorporant les prédictions obtenues par ’ajustement d’un modéle
dd’imputation et les estimations des probabilités de participation obtenues par ’ajustement d’un
modele de participation. Les procédures doublement robustes sont intéressantes car elles offrent
une certaine protection contre la mauvaise spécification de I’'un ou ’autre modéle. Cependant, les
procédures doublement robustes ont tendance a exhiber des performances numériques médiocres
lorsque les deux modéles sont mal spécifiés.

Les principales contributions de ce projet sont les suivantes : (i) nous proposons un cadre
inférentiel général multi-robuste dans le contexte de l'intégration de données. Dans ce contexte,
cet article constitue, & notre connaissance, la premiére tentative de développer des procédures
d’imputation de masse et d’estimation par score de propension qui peuvent étre basées sur de
multiples modeéles d’imputation et/ou de multiples modeéles de participation. Chaque modéle
peut étre basé sur des fonctionnels différentes et/ou des ensembles de variables explicatives diffé-
rents. Les estimateurs qui en résultent sont dits multi-robustes au sens ot ils restent convergents
si tous les modéles sauf un sont mal spécifiés. Dans le contexte des données manquantes, les
procédures multi-robustes ont été étudiées par Han et Wang (2013), Chan et Yam (2014), Han
(2014a), Han (2014b), Chen et Haziza (2017), Duan et Yin (2017) et Chen et Haziza (2019).
Un certain nombre d’études empiriques ont suggéré que, contrairement aux procédures double-
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ment robustes, les procédures multi-robustes ont tendance & exhiber de bonnes performances
numeériques méme lorsque tous les modéles sont mal spécifiés, ce qui est une caractéristique in-
téressante ; voir Han (2014a) et Chen et Haziza (2107). L’incorporation de multiples modeéles de
participation est particulierement intéressante dans le contexte de l'intégration de données car,
contrairement au cas des données manquantes ou les variables explicatives sont observées & la
fois pour les répondants et les non-répondants, ces derniéres ne sont généralement pas observées
pour les unités qui n’ont pas participé a ’échantillon non probabiliste. (ii) Les méthodes propo-
sées peuvent s’appliquer & tout paramétre qui peut étre exprimé comme solution d’une équation
estimante. Cela comprend les moyennes/totaux de population, les fonctions de répartition et les
quantiles. (iii) Des procédures multi-robustes pour les quantiles ont été proposées par Han et col.
(2019) dans un contexte de données manquantes. Cependant, leurs procédures étaient basées sur
des modéles de régression des résultats complétement paramétriques. Nos méthodes sont basées
sur des modéles d’imputation semi-paramétriques qui ne nécessitent pas d’hypothéses de distri-
bution sur les erreurs du modéle, contrairement & Han et al. (2019).

Cet article est organisé comme suit. Dans la section 2, nous introduisons le cadre de travail.
Les méthodes proposées sont présentées dans la section 3 et leurs propriétés asymptotiques sont
établies dans la section 4. Les procédures d’estimation de la variance sont discutées dans la
section 5. Dans la section 6, les résultats d’une étude de simulation, évaluant la performance des
méthodes proposées en termes de biais, d’efficacité et de probabilité de couverture des intervalles
de confiance a base normale, sont présentés. Dans la section 7, nous formulons quelques remarques
finales. Les preuves techniques sont reléguées a I'annexe.

1 Cadre de travail

Considérons une population finie Fy = (x;,¥;),¢ € U, de taille N, générée a partir d’'un
modele de superpopulation &, ot y désigne la variable d’intérét et x, un vecteur de variables
entiérement observées. Nous sommes intéressés par ’estimation d'un parameétre g, qui est défini
comme une solution des équations d’estimation

E{U(x,y;600)} =0, (1)

ou U(x,y; ) est un vecteur de fonctions d’estimation impliquant la covariable x, la variable d’in-
térét y et le parameétre d’intérét 6y. Nous supposons que la solution de est unique et que les di-
mensions de 0 et de U(x, y; Op) sont égales. Les cas particuliers de incluent la moyenne de po-
pulation de y avec U(x, y; 0y) = y— 0o, le coefficient de régression avec U(x, y;0p) = x(y—x ' 0p),
le 7-iéme percentile de la population avec U(x,y;6p) = I(y < 6p) — 7 et le T-iéme coefficient de
régression quantile de la population avec U(x,y;00) = {T —Iy—x"6y < 0)} X.

Considérons un échantillon S 4, de taille n4, appelé échantillon de référence, sélectionné parmi
U selon un plan de sondage probabiliste, avec des probabilités d’inclusion du premier ordre et
du second ordre connues m; = E([;) et m;; = E(I;1;) pour ¢ # j, respectivement, ot I; désigne
la variable indicatrice dans I’échantillon pour I'unité ¢ € U tel que I; = 1sii € Sy et I; =0,
sinon. Nous supposons que m; > 0 pour tout ¢ € U. Les données disponibles dans S4 sont
{(xi,d;),i € Sa}, ou d; = 1/m; désigne le poids de sondage pour l'unité i.

Nous considérons également un échantillon non probabiliste Sp, de taille ng, provenant de
U. Soit ¢; un indicateur de participation associé a l'unité 7 tel que §; = 1sii € Sg et §; = 0,
sinon. Nous supposons que X et y sont observés pour ¢ € Sp. Ainsi, les données disponibles a
partir de Sp sont {(x;,vi),? € Sp}. La probabilité de participation associée a I'unité i est

Pr(6; = 1|x4,y;) = Pr(d; = 1|x;) £ p(x4; o), (2)
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ou p(x;; ) est une fonction inconnue avec un parameétre inconnu agp. Cest-a-dire que nous
supposons que, conditionnellement & x, il n’y a pas de relation résiduelle entre & et y. Ceci
est essentiellement équivalent a ’hypothése MAR (Missing At Random), telle que définie par
Rubin (1976). En outre, nous supposons que p(X;; ag) > 0 pour tous les i € U. Cette hypotheése,
souvent appelée hypothése de positivité, peut étre violée en pratique. En effet, il est possible
que p(x;;ap) = 0 pour une petite fraction de la popuation; voir Chen et al. (2020) pour une
discussion sur I’hypothése de positivité.

Nous supposons que la relation entre y et x peut étre décrite par le modéle de régression des
résultats suivant :

yi = m(x; By) + €, (3)

ol m(x;; By) est une fonction inconnue avec un paramétre inconnu 3. Les erreurs ¢; sont suppo-
sées indépendantes avec E(e;x;) = 0 et V(e;|x;) = 0. Bien que nous supposions une structure
de variance homoscédastique, les méthodes proposées peuvent étre naturellement étendues au
cas de variances inégales.

2 Meéthode proposée

Considérons une classe de modéles de régression pour la variable y, #1 = {m(j) (x; ,B(j)), =12 ...

et une classe de modéles de participation #y = {p(k) (x; a(k)), k=1,2,..., K} Les modéles dans
A (respectivement o) peuvent étre basés sur différentes fonctionnelles et /ou différents vecteurs
de variables explicatives.

A l’aide des données {(x;,¥:),i € Sp}, les estimateurs B(J) correspondant aux parameétres

inconnus ,B(j ), 7=1,2,...,J, sont obtenus en résolvant les équations d’estimation suivantes :
om0 (x;; 89 |
(J) { J) () } M -
U N Z Yi — Xl)ﬂ ) 8B(J) 0. (4)
i€Sp
Pour chaque i € Sg, nous définissons le vecteur J des valeurs prédites
~ ~(1) ~(2) ~(J)
vits ) = (mY e B),mP (i 87), .. omV (s 87)T (5)
n= (B(I)T,Bm ,...,,@(J)T)T. L’estimation des paramétres du modele a®) dans s est plus

délicate. Si le vecteur x; était observé pour tous les ¢ € U, nous obtiendrions les estimateurs aV
en résolvant les équations d’estimation au niveau de la population

T
§W@®) = L3 di — ™ (x5 ) ap™ (xi; ¥
N pyr (k’)(xl a(k)) {1 —p(’f)(xi; a(k))} 8(1( )
- 0. (6)

Cependant, puisque x; n’est pas disponible pour ¢ € U — Spg, nous exprimons @ comme suit

-
~ o L [ ap®

R (k)Y — i i
S (a™) N Z (k (k)) {3a ") } N Z {3a(k)

ieSg Pi
= 0, (7)

ol pik) = p®(x;; a®); voir Chen et al. (2020). Le dernier terme du coté droit de peut
étre estimé en utilisant 1’échantillon de probabilité S4. Par conséquent, les estimateurs a ( ) de

a® k=12 K peuvent étre obtenus en résolvant
5 ap® )" d ap< N’
U e =% Z —p®)y | 0a® [ N Z a0 ©®
1€ESB pz ZESA
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Pour chaque 7 € Sg, nous définissons le vecteur des probabilités de participation estimées de
taille K :

va(x;9) = (0D (@), pP @), . ptM) s @l (9)
oud = (@Y a®" . afnT

Nous comprimons maintenant 'information contenue dans les J modéles de régression dans
My, & savoir les informations contenues dans le vecteur vi(x;7), en ajustant un modeéle de
régression linéaire basé sur les unités de Sp avec y comme variable indépendante et vi(x;7)
comme vecteur de variables explicatives. Le score comprimé m(x) de m(x; 3) est

-1

~ T L P
T, = E vi(xi;m)vy (X43M) E vi(xi;0)yi-
i€Sp 1€SE
Ensuite, nous résumons l'information contenue dans les K modeéles de participation en s,
c’est-a-dire I'information contenue dans le vecteur vy (x;7), en ajustant un modeéle de régression
linéaire avec ¢ comme variable indépendante et vo(x;4) comme vecteur de variables explicatives.

Si vo(x;7) était disponible pour tous les ¢ € U, le score comprimé serait de la forme p(x) =
T va(x;9) avec

Ty = {ZV2 Xi;¥)Vvs (%57 } > va(xi;9)d:. (10)

€U €U

Cependant, étant donné que va(x; %) n’est pas disponible pour tous les i € U — Sp, I'estimateur
des moindres carrés ne peut pas étre calculé. Nous suggérons de I’estimer par

-1

7= 4 dvalxis IV (s 9) b Y valxis ).

1€S A i€SB

Le score comprimé p(x) de p(x; @) is p(x) = o vo(x;7).

Remark 2.1. Comme alternative aux scores comprzmes m(x) et p(x), on peut utiliser leur

2
version normalisée m(x) = TA vi(x;7m) et p(x) = (x;1M), respectivement. Ici, si a =
T T
(ag,y..., ah)—r est un vecteur de tazlle h, a® désigne le vecteur des coefficients élevés au carré
(a2,.. ah) L'utilisation des versions normalisées garantit que les prédictions se situent tou-

jours dans les intervalles appropriées. En particulier, cette normalisation garantit que les scores
de propension estimés se situent dans lintervalle (0,1). Par souci de simplicité, dans la suite,
nous utilisons les verstons non normalisées.

Nous considérons maintenant trois procédures d’estimation du paramétre 8y défini dans .
(i) Un estimateur par pondération de probabilité inverse @;py de Oy peut étre obtenu en
résolvant les équations d’estimation au niveau de ’échantillon :

~ R 1 1
U[pw(O,TQ,’)’) = N Z WU(XEQEG) =0. (11)
iGSBp ¢

Nous montrons dans la section 4 que O7py est multi-robuste au sens ot il reste convergent
si 'un des modéles de participation dans 5 est correctement spécifié.

(ii) Un estimateur par imputation massive fractionnelle 0 FMI peut étre obtenu comme suit :
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(Etape 1). Obtenir les poids fractionnels @;; = ; en maximisant la fonction de vrai-
semblance empirique suivante

1= log(w), (12)

i€Sp

sous les contraintes suivantes :

Z w; = 1, Z wia = 0, (13)

1€SE i€SRB

. oﬂa:yi—fﬁ(xi). N
(Etape 2). Obtenir 'estimateur imputé @y en résolvant les équations d’estimation au
niveau de 1’échantillon

UFMI(0 ’T1,’I’], Z d Z U)Z] xl,yZ]) 0) = 0 (14)
’LESA ]GSB
avec W;; = W; = ny' (1 —i—X?j)_l et ﬂi(])
contrainte dans . R
Nous montrons dans la section 4 que 8 gy est multi-robuste au sens ol il reste convergent
si I'un des modéles de régression dans ) est correctement spécifié. Les étapes 1 et 2 de
la procédure ci-dessus sont liées & la procédure de Chen et Kim (2017) proposée dans le
contexte de I'imputation pour des données manquantes.
(iii) Enfin, une protection supplémentaire contre la mauvaise spécification du modéle peut
étre obtenue en utilisant un estimateur augmenté 6 45/ r qui peut étre obtenu en résolvant

= m(x;)+¢€;, ou A est solution de la deuxiéme

~ P 1 1
Uanr(0,71,72,7.0,A) = > ﬁU(Xiyyzﬁe)
iesy P\
+ 7Zd szj Xzayz ),9)
ZGSA ]ESB

N Z Z @, U(x;,5;6) = 0, (15)

G

avec w;; et y’ji] ) définis précédemment. Nous montrons dans la section 4 que @4y p est
multi-robuste au sens o1 il reste convergent si I'un des modeles de #; ou de Mo est
correctement spécifié.

Résultats asymptotiques

Dans cette section, nous établissons les propriétés asymptotiques des estimateurs ponctuels

présentés dans la section 3. En particulier, nous donnons les expressions de leur variance asymp-
totique qui peuvent étre utile pour construire des intervalles de confiance.

Le théoréme 1 ci-dessous établit les propriétés asymptotiques de 'estimateur de pondération

de probabilité inverse (IPW) multi-robuste défini comme solution de (L1)). La preuve du théoréme
1 est présentée & 'annexe B.

Theorem 1. Sous les conditions de régularité (C1)-(C9) de U'anneze A, Uestimateur IPW 01 pyy
défini dans est convergent pour Og lorsque ['un des modéles de participation dans Mo est
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correctement spécifié. De plus, Uestimateur Orpw o l'expansion asymptotique suivante :

o) * il U Xivyi;o* *
Orpw — 0" = —Aol[ﬁ > {M = Aqva(xi; ") + AQZIi}

1€SE
1 * *\ ok
t ¥ Z d; {A1V2(Xi;’>’ )vg (X595 — A2Z2i}]
IS
+ o,(n*7Y?), (16)

ot n* = min(na,ng), 0%, 75 et ¥* correspondent auz limites de Orpyw, T2 et 7,

~ ~ ~ -1
AU — 8E(UIPW(0 y T2, Y ))7 Al - _E <6U1PW(0 y T2, Y )) {E <6U4(7-277 ))} ’

00 87'2 87-2

N . -1 ~
A, = |E OUrpw (0%, 75, v") > U4 (75,v%) > U4 (75, v")
019 0T2 o~y

2 (17)
_E OUrpw (0%, 75,7%) < E U3 (%) ’
oy o~
-
z 1 op;" ! op;" " (18)
1i — Yoy )
pl(-l)*(l _pgl)*) 8(1(1)* pZ(K)*(l . p(K)*) aa(K)*
et T
o — 1 opl 1 op"r (19)
2= 1_ plg)* Do ) g |

avec p(k)* = p®) (x;; ™)), Us(y) et Uy(rs,~) défini a I’Anneze A.

K2
Le théoréme 2 ci-dessous établit les propriétés asymptotiques de I’estimateur multi-robuste de
Pestimateur imputé par imputation massive fractionnelle (IMF) défini comme solution de .
La preuve esquissée du théoréme 2 est présentée a 'annexe C. Le théoréme 2 qui suit présente
les résultats asymptotiques de estimateur imputé (FMI) proposé dans la section précédente. La
preuve & du théoréme 2 est présentée a I'annexe C.

Theorem 2. Sous les conditions de régularité (C1)-(C9) de l'annexe A, Uestimateur FMI Opur
est convergent pour gy st l'un des modéles de régression dans My est correctement spécifié. En
outre, on a expansion asympitotique suivante :

~ 1 1 )
0 -0" = -Bj'[5 5.+ Bizs;
a 0 [N ; [E(é) 1+/\*€z‘(7“{,n*)92”+ 123
1COB
a(rin’)
+ B i%*{i—Ti;* *}—I—B 1
QVI(X TI) Y \21 (X n )Tl 31+)\*€Z(T>{7n*)]
+ N Z 7912]
N 1€SH E((S)
+ op(n* 1), (20)

o 0%, m*, T, et \* sont les limites de Ormr, N, T1, et \, g1, et gs; sont définis en et

a ’Anneze C,

OF {GFMI(G*,TM*,A*)} OF {GFMI(B*,TT,W*,A*)}
96 » Bs= BN

By = Aoy,
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oF {ﬁFM[(e*,TTaTI*a)\*)} 8ﬁ3(7>{,77*)
B, = E
87-1 aTl

X

B 861(/’7*) ! B o {UFMI(0*>T>{?T)*1 )‘*)}
on on

oF {6FMI(0*7T>{7 n*v )‘*)
oA

ApiAsy,

OFE {IAJ'FMI(B*JTW*,)\*)
By, = Ag1Arg

oA
T * * -1
E{aUS(Tlan )}] ,
87’1
avec Aoy, A1y, et Ay defined in , et

OF {IAJFMI(H*,TT,H*,A*)}
-
Z3; = <(?Ji—m§1) )y Wi _mz(J) ) y (21)

87'1
opW opY)

ot mgj)* =m@(x;; 89) for j =1,2,...,J.

Le théoréme 3 ci-dessous établit les propriétés asymptotiques de l'estimateur augmenté
(AMR) défini comme une solution de (I5)). La preuve du théoréme 3 est présentée a 'annexe
D. Le théoréme 3 suivant présente les résultats asymptotiques de I'estimateur augmenté proposé
dans la section précédente. La preuve du théoréme 3 est présentée a I’annexe D.

Theorem 3. Sous les conditions de régularité (C1)-(C9) de l'anneze A, l'estimateur augmenté
O Arr défini dans est convergent pour Og lorsqu’un des modéles de régression dans My
ou un des modéles de participation dans Mo est correctement spécifié. De plus, il a l’expansion
asymptotique suivante :

Oayr— 0" = —C;! (ﬁj:,MR + C Ut + C, U} + C3U; + CLU; + Cg,ﬁg)
+ op(n**l/Q), (22)
avec
. R . R R »
o oE <UAMR> 5 (903 5 (903 [, (9Ui
0T1 0T1 on an
or (U*AMR> > oU* ook (UZMR A
- on W + B\ 0,0 421,
C OF (U*AMR> C OF (UAMR> > 8U§ - OF (UZMR A
0= 00 TR o1 o1 P 01715
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Cy — oE (UZMR> P 86’1 71E 8IAJ';’; > 8ﬁ§ o
019 019 Oy 0
() [ (005
oy oy ’
oF (U* e\ ) oF (U*
o <AMR>{E<8U4>} o (Oum)

B 8’7’2

ot UAMR: U3, U4, et U5 définis dans lanneve A et Ay, A1y, et Aoy sont définis dans
lanneze C.

Les développements asymptotiques donnés dans les théoremes 1 a 3 peuvent étre utilisés pour
obtenir des estimateurs de variance de 01PW, OFMI et HAMR

4 Estimation de la variance par bootstrap

La variance des estimateurs proposés dans la section 3 peut étre estimée par des procédures
basées sur une linéarisaton de Taylor du premier ordre. Cependant, cela implique des calculs
relativement fastidieux. Nous proposons une procédure bootstrap, qui est décrite ci-apreés.

Nous commencons par générer L échantillons bootstrap, S;(l), l=1,2,...,L, a partir de Sp
. L . )
en utilisant un plan aléatoire simple sans remise. Soit d;
i dansSy pour l =1,2,..., L.

Nous considérons d’abord l'estimateur de pondération de probabilité inverse /é[pW défini

le poids bootstrap associé & 1'unité

~x(1 ~
comme une solution de . Soit ojg)w I'estimateur @7 py, basé sur le liéme échantillon bootstrap
~x(l
S;(l) et les poids bootstrap dgl) pour I’échantillon 7 dansS 4 ; ¢’est-a-dire que 0;;)”, est obtenu en
résolvant

ol 0,70 770 = N Z ——U(x;,5;;0) = 0, (23)

-1

70 = 8 a7 OV sy ) b YT vl ),

i€Sa ies®

et () = (&(1)(*(1))T, OICOMI &(K)(*(l))T)T qui est obtenu comme solution de en rem-

placant Sp et d; par S*(l) et d(l) De méme, 'estimateur par imputation massive fractionnelle

HF(]V)H et 'estimateur augmenté GA(]\ZR, basé sur le [ieme échantillon bootstrap SB() et les liéme

)

poids bootstrap dz(. peuvent étre obtenus en utilisant les procédures décrites dans — en

remplacant Sp et d; par S;(l) et dl(l), respectivement.
A0 A0 A0
Soit 6 une notation générique pour O;pyy, Opprr, ou 0 43p. Ensuite, un estimateur de va-
riance bootstrap de 0 est donné par
N\ /~x(1 ~\ top
-0) (6" -8) "
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5 Etude par simulation

Afin d’évaluer les performances des estimateurs proposés en termes de biais et d’efficacité,
nous avons réalisé une étude par simulation. Nous avons généré B = 1,000 populations finies de
taille N = 20,000, chacune consistant en une variable d’intérét y et deux variables auxiliaires x;
et x5. Dans chaque population, les variables x; et o ont d’abord été générées indépendamment
a partir d’une distribution normale avec une moyenne égale 4 1 et une variance égale a 2. Etant
donné x; et xo, la variable d’intérét y a été générée selon le modéle de régression linéaire suivant

y = 0.3+ 221 4+ 225 + €, (24)

ol les erreurs € ont été générées a partir d’une distribution normale standard.

A partir de chaque population finie, un échantillon Sy4, de taille n4, a été sélectionné par
échantillonnage aléatoire simple sans remise. Nous avons utilisé n4 = 500 et n4 = 1000. En outre,
un échantillon non probabiliste Sp a été généré en utilisant un plan de sondage Poissonnien.
Autrement dit, les variables indicatrices de participation §; ont été générées indépendamment a
partir d’une distribution de Bernoulli avec la probabilité suivante

_ exp(ap + a121; + aoxy;)
1 + exp(ap + a121; + aoxe;)’

p(xi; ) (25)

ot x; = (714, 19;)!P et a = (ap, a1, a)'P. Les valeurs de g, a1, et a ont été choisies de maniére
& conduire a une taille d’échantillon np approximativement égale & 500 et 1000, respectivement.

Pour évaluer les performances des méthodes proposées en présence d’une mauvaise spécifi-
cation du modeéle, nous avons défini les variables explicatives transformées z1 et zo comme étant
z1 = exp(z1/2) et 2o = 29 {1 + exp(z1)} *. Une configuration similaire a été utilisée dans I'étude
de Kang et Schaffer (2007).

Les modéles de régression et de participation correctement spécifiés ont été ajustés au moyen
d’un modeéle de régression linéaire et d’'un modéle logistique, respectivement, sur la base de ’en-
semble des variables explicatives x = (x1,22)". Les modéles de régression et de participation
mal spécifiés ont été ajustés respectivement au moyen d’un modeéle de régression linéaire et d’un
modele logistique, sur la base de I’ensemble des variables explicatives transformées z = (21, 22)P.

Nous avons supposé que seules les variables x et z étaient disponibles dans I’échantillon
probabiliste S4, alors que les variables x, z et y étaient disponibles dans 1’échantillon non pro-
babiliste Sp.

Nous nous sommes intéressés a l'estimation de la moyenne de population 6; = E(y) et du
2biéme percentile de population de y, 6. Nous avons calculé les estimateurs ponctuels suivants
de 01 et 65 :

(1) Les estimateurs pondérés de référece (obtenus en supposant que la variable y est obser-

vée pour tout i € Sy4, Benchmark), obtenus comme solution des équations d’estimation

suivantes 1

Upen(0) = ~ Z diU (x4, i3 6) = 0.
IS
(2) Les estimateurs naifs (Naive) basés sur Sp obtenus comme solution des équations d’es-
timation suivantes 1
Unaive (0) = Z U (xi, yi;0) = 0.
1€Sp
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(3) Les estimateurs imputés par imputation massive paramétriques de Kim et al. (2018) basés
sur le modeéle de régression correctement spécifié (PMI(1000)) et le modéle de régression
mal spécifie (PMI(0100)). Nous utilisons quatre chiffres entre parenthéses pour distin-
guer les estimateurs construits & partir des différents modéles. Les deux premiers chiffres
correspondent aux modéles de régression corrects et incorrects, respectivement. Les deux
derniers chiffres correspondent aux modéles de participation corrects et incorrects, res-
pectivement. Par exemple, le quadruplet (1000) signifie que la procédure d’estimation
est basée sur le modéle de régression correct et qu’aucun modéle de participation n’a été
utilisé, tandis que le quadruplet (0100) signifie que la procédure est basée sur le modele
de régression incorrect et qu’aucun modéle de participation n’a été utilisé. Le premier
chiffre définit I'utilisation (1) ou la non-utilisation (0) du modeéle d’imputation correct.
Le deuxiéme chiffre définit I'utilisation (1) ou la non-utilisation (0) du modeéle d’impu-
tation incorrect. Le troisiéme chiffre définit l'utilisation (1) ou la non-utilisation (0) du
modele de score de propension correct. Le quatriéme chiffre définit 'utilisation (1) ou la
non-utilisation (0) du modeéle de score de propension incorrect.

(4) Les estimateurs doublement robustes proposés par Chen et al. (2020) : DR(1010), DR(1001),
DR(0110) et DR(0101).

(5) L’estimateur de pondération de probabilité inverse donné par : MRIPW(0011).

(6) L’estimateur imputé par imputation massive fractionnelle donné par : MRFMI(1100).

(7) Les estimateurs robustes multipliés augmentés donnés par :AMR(1110), AMR(1101),
AMR(1011), AMR(0111) et AMR(1111).

Pour mesurer le biais d'un estimateur ponctuel, nous avons calculé le biais relatif Monte Carlo
(RB) en pourcentage. Nous avons également calculé I'erreur standard relative Monte Carlo (RSE)
et 'erreur quadratique moyenne relative Monte Carlo (RRMSE). Les résultats sont présentés dans
le tableau 1. Les estimateurs doublement robustes de Chen et al. (2020) ayant été développés
pour la moyenne de la population uniquement, ils ne sont pas inclus dans la partie du tableau 1
présentant les résultats pour le 25iéme percentile de la population.

Comme prévu, les estimateurs de référence ont montré une RB négligeable dans tous les scé-
narios. D’autre part, les estimateurs naifs ont montré un biais significatif dans tous les scénarios
en raison du biais de sélection. Par exemple, pour ng = ng = 500, 'estimateur naif a montré
un biais relatif d’environ 9,4% pour la moyenne et d’environ 12,5% pour le 25iéme percentile.
Lorsque le modéle de régression était correctement spécifié, les estimateurs PMI présentaient un
faible biais (moins de 2%). Cependant, ils étaient considérablement biaisés lorsque le modéle de
régression était incorrectement spécifié. Cela suggére que les estimateurs PMI sont vulnérables
a la mauvaise spécification du modéle de régression. Comme prévu, les estimateurs doublement
robustes ont montré un biais négligeable lorsque le modéle de régression ou le modéle de partici-
pation était correctement spécifié. Cependant, ils ont montré un biais significatif lorsque les deux
modeéles étaient mal spécifiés. Les estimateurs proposés MRIPW, MRFMI et AMR ont montré
un biais négligeable dans tous les scénarios, ce qui est conforme a la théorie. En termes de RSE,
les estimateurs proposés ont donné de bons résultats. Les résultats suggérent que 'incorporation
d’un modeéle de régression supplémentaire et/ou d’un modéle de participation supplémentaire
dans la procédure n’a pas eu d’effet significatif sur 'efficacité de l'estimateur résultant. Par
exemple, pour ny = np = 500, 'estimateur AMR(1111) a montré une valeur de RRMSE de 1,59
pour la moyenne et de 3,08 pour le 25iéme percentile de la population. D’autre part, ['estima-
teur PMI(1000) présente également une valeur de RRMSE égale a 1,59 pour la moyenne de la
population et une valeur légérement supérieure, 3,45, pour le 25iéme percentile.

En outre, nous avons évalué les performances de la procédure bootstrap décrite dans la section
5 en termes de biais, de couverture et de longueur d’intervalle. Nous avons considéré le cas de
na = npg = 500 uniquement avec une taille d’échantillon bootstrap égale a 500. Les résultats
concernant le biais relatif Monte Carlo en pourcentage, le taux de couverture et la longueur
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moyenne des intervalles de confiance sont présentés dans le tableau 2. D’aprés le tableau 2, nous
constatons que le biais relatif de I’estimateur de variance bootstrap était relativement faible dans
tous les scénarios avec un RB absolu inférieur & 10%. Les intervalles de confiance étaient bons
dans tous les scénarios avec un taux de couverture proche du taux nominal.

TABLE 1 - Biais relatif Monte Carlo (x1072), Erreur standard relative (RSE) (x1072) et
erreur quadratique moyenne relative (RRMSE) (x1072) pour 5 procédures d’estimation.

(nA,nB = 500) (nA,nB = 1000)
Paramétre Meéthode RB RSE RRMSE | RB RSE RRMSE
Benchmark -0.04 1.59 1.59 -0.04 1.14 1.14
Naive 9.37 1.56 9.50 9.14 1.16 9.21
PMI(lOOO) 0.02 1.59 1.59 -0.03 1.13 1.13
PMI(OlOO) 5.06 1.57 5.29 4.84 1.11 4.96
DR(lOlO) 0.01 1.59 1.59 -0.03 1.13 1.13
DR(lOOl) 0.02 1.60 1.60 -0.03 1.13 1.13
DR(OHO) 0.10 1.89 1.89 -0.04 1.34 1.34
Moyenne DR(OIOl) 460 1.69 4.90 442 1.19 4.58

MRIPW(0011) 0.48 1.98 2.04 0.12 1.37 1.37
MRFMI(1100) 0.01  1.59 1.9 -0.03  1.12 1.12

AMR(1110) 0.01 1.59 1.59 -0.03 1.13 1.13
AMR(1101) 0.02 1.60 1.60 -0.03 1.13 1.13
AMR(1011) 0.01 1.59 1.59 -0.03 1.13 1.13
AMR(0111) 0.66 1.93 2.04 0.21 1.35 1.37
AMR(1111) 0.01 1.59 1.59 -0.03 1.13 1.13
Benchmark 0.02 285 2.85 -0.05  2.04 2.04
Naive 12.54  2.89 12.87 | 12,15 2.1 12.33
PMI(1000) 1.96 2.84 3.45 1.84  2.02 2.73
PMI(0100) 21.98 2.48 2212 | 21.74 1.81 21.82

MRIPW(0011) 0.44  3.69 3.72 -0.06  2.55 2.55
Quantile MRFMI(1100) 0.03  2.52 2.52 -0.04 1.78 1.78

AMR(1110) 083 303 314 | 019 214 215
AMR(1101) 039 288 291 | 005 208 208
AMR(1011) 0.78 299 309 | 019 214 215
AMR(0111) 146 324 355 | 05 23 235
AMR(1111) 0.77 299 308 | 02 215 216

6 Remarques finales

Dans cet article, nous avons proposé un ensemble de procédures d’estimation multi-robustes
dans le contexte de l'intégration des données dans les enquétes. Nos méthodes, qui peuvent
étre appliquées a tout parameétre défini comme solution d’une équation d’estimation, offrent une
certaine robustesse face & la mauvaise spécification du modéle.

Nous avons établi les propriétés théoriques des estimateurs ponctuels basés sur des modéles
de régression paramétriques et/ou des modéles de participation paramétriques. Bien que la mise
en oeuvre des méthodes proposées dans le cas de modéles de régression non paramétriques (y
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TABLE 2 — Biais relatif Monte Carlo (RB) des estimateurs de variance bootstrap, taux
de couverture (CR) %, et longueur moyenne (AL) des intervalles de confiance pour ny =

Paramétre Meéthode RB CR AL
MRIPW(0011) 6.56 95.7 0.66
MRFMI(1100) 2.28 95.3 (.52
AMR(1110) 2.29 95.3 0.52

Moyenne  AMR(1101) 225 954 0.52
AMR(1011) 2.30 95.3 0.52
AMR(0111) 9.00 96.4 0.66
AMR(1111) 2.30 95.3 0.52
MRIPW(0011) 9.37 955 0.94
MRFMI(1100) -0.42 94.7 0.63
AMR(1110) 7.79 95.0 0.78

Quantile AMR(llOl) 441 953 0.74
AMR/(1011) 7.58 95.1 0.77
AMR/(0111) 9.28 96.3 0.89
AMR(1111) 7.87 95.1 0.77

compris les procédures d’apprentissage automatique) soit simple, établir les propriétés des esti-
mateurs ponctuels en résultant est un sujet de recherche future. En outre, 'utilisation de modéles
de participation non paramétriques présente certains défis et nécessite des recherches supplémen-

taires, car ’extension de au cas de la méthode non paramétrique n’est pas triviale.

Dans cet article, nous avons considéré le probléme de I’estimation d’un paramétre de popu-
lation fini défini comme une fonction d’une seule variable d’intérét y. Dans la pratique, on peut
étre intéressé a préserver la relation entre plusieurs variables d’intérét. L utilisation de procédures
d’estimation multi-robustes dans le cas de parameétres mesurant la relation entre les variables
(par exemple, un coefficient de corrélation) est actuellement & I’étude. Dans cet article, nous
avons utilisé une procédure de régression linéaire pour combiner les scores m(x) et p(x). La

recherche de la meilleure fagon de combiner ces scores fera 'objet d’un article séparé.

14 Journées de méthodologie statistique de I'Insee (JMS) / Mars 2022 / PARIS

13



Bibliographie

[1] Beaumont, J. (2020). Are probability surveys bound to disappear for the production of
official statistics ?, Survey Methodology 46(1), 1-28.

[2] Bethlehem, J. (2016). Solving the nonresponse problem with sample matching?, Social
Science Computer Review 34(1), 59-77.

[3] Breidt, F. J. et Opsomer, J. D. (2017). Model-assisted survey estimation with modern
prediction techniques, Statistical Science 32(2), 190-205.

[4] Chan, K. C. G. et Yam, S. C. P. (2014). Oracle, multiple robust et multipurpose calibration
in a missing response problem, Statistical Science 29(3), 380-396.

[5] Chen, S. et Haziza, D. (2017). Multiply robust imputation procedures for the treatment
of item nonresponse in surveys, Biometrika 104(2), 439-453.

[6] Chen, S. et Haziza, D. (2019). Multiply robust nonparametric multiple imputation for the
treatment of missing data, Statistica Sinica 29(4), 2035-2053.

[7] Chen, S. et Kim, J. K. (2017). Semiparametric fractional imputation using empirical
likelihood in survey sampling, Statistical theory et related fields 1(1), 69-81.

[8] Chen, Y., Li, P. et Wu, C. (2019). Doubly robust inference with nonprobability survey
samples, Journal of the American Statistical Association pp. DOI : 10.1080/01621459.2019.1677241,
https :/ /www.tandfonline.com/doi/abs/10.1080,/01621459.2019.1677241.

[9] Duan, X. et Yin, G. (2017). Ensemble approaches to estimating the population mean with
missing response, Scandinavian Journal of Statistics 44(4), 899-917.

[10] Elliott, M. R. et Valliant, R. (2017). Inference for nonprobability samples, Statistical
Science 32(2), 249-264.

[11] Han, P. (2014a). A further study of the multiply robust estimator in missing data analysis,
Journal of Statistical Planning et Inference 148, 101-110.

[12] Han, P. (2014b). Multiply robust estimation in regression analysis with missing data,
Journal of American Statistical Association 109(507), 1159-1173.

[13] Han, P., Kong, L., Zhao, J. et Zhou, X. (2019). A general framework for quantile es-
timation with incomplete data, Journal of the Royal Statistical Society : Series B (Statistical
Methodology) 81(2), 305-333.

[14] Han, P. et Wang, L. (2013). Estimation with missing data : beyond double robustness,
Biometrika 100(2), 417-430.

[15] Lohr, S. L. et Raghunathan, T. E. (2017). Combining survey data with other data sources,
Statistical Science 32(2), 293-312.

[16] Rao, J. N. K. (2020). On making valid inferences by integrating data from surveys et
other sources, Sankhya B, In Process.

[17] Rivers, D. (2007). Sampling for web surveys, Proceedings of the Survey Research Methods
Section of the American Statistical Association.

[18] Sérndal, C.-E., Swensson, B. et Wretman, J. (1992). Model-Assisted Survey Sampling.
Springer.

7 Annexes

A Conditions de régularité

Soit
n= (IB(I)Ta"'HB(J)T)Tv Y= (a(l)T7"'aa(K)T)T'

On définit
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63(7'1,"7) = % Z vi(xi;n) {yi - V1T(Xz‘;77)7'1} )

1€Sp
ﬁ 7-27 Z d; iV2 Xla V2 (Xl7 T2 — =7 Z V2 Xla
ZESA ZESB
et ) A( )
s €(T1,M
U, A = — o
5(7-1’177 ) N Z 1+>\€i(71777)
i€Sp
avec &(71,1m) = y; — 7] vi(xi; ). De plus, on définit Uf(n) = E{ Us (n )} U~y )—E{ﬁm)},
Ug(Tbn) :E{GI}(Tlan)}a UZ(T257) {U4 T2,7Y }a U 7'1,77, { Tl?")
Uipw(0,72,7) =E {T(O)U(Xiayi50)}
Ty V2(Xz’;7)
. (5 @0) {1+ A5 (71,m)} " Ui, 57 (71,7m):0)|
’T 7777 - b
M E {p(xj: o)}
ou yz(j)(Tlv 77) = Tirvl(xi; 77) +/E\j(7'17"7);

y Xi;
UAMR(97TI7T21FYaTI,)\) E{p(o)

sy 059
E [p(xji c0) {1+ X&(r1,m)} " Ui, 57 (m1,m); 0)]
E{p(x;; a0)}

- p(xi; o0)p(%;3 o) %;. 79 (1. 1):
p<ao>E{TJv2<xi;v>{1ng(ﬁ,n)}U( i ( 1#7)70)},

_|_

ou p(ag) = E {p(x; ap)}. Soit

~ ~ ~ ~ T
U() = (07 (), 07 (72.7), Upw (6.72,7))
et

.
U(¢) = (U3T (), U3 (72,%) Ui (0.72.7) ) -

et

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ T
U(¢) = <U1r(n)aU;—(’Y)an;r(Tlvn)aUI(T%'Y)a U5T(7'17"7, A)vUZMR(aaTlvT%’Y,T’v)‘)) 3

et

T
U*(¢) = (UTT("?)aU;T(’Y)aUgT(Tlan)vUZT(T2>7)aUgT(Tlanv)‘>7Uf4—|]—\/[R(07T177-2)7777>)‘)> )
¢ = (OTaTlTaT;raﬂyTanTa)‘) . Denote byE{ ( )|SB7X y} N~ Zi\;l ﬁ(¢a Xi7yi75i)+0p(1)'

Nous supposons les conditions de régularité suivantes pour établir les théorémes 1-3 dans la
section 4.
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(C1). mU)(x;8Y)) a une dérivée premiere continue dm) (x; 31))/83Y) et une dérivée se-

conde 9*mU) (x; B(j))/ﬁ,@(j)ﬁﬂ(j)T dans le voisinage de 3%, E {m(j)Q(x; B(j))}, E {8m(j)(x; [3)/8,@},

E|l {om)(x; 8)/0B} ||?, et E[|0?m)(x; 8Y))/98 0B T|| sont bornés dans ce voisi-
nage, ot j =1,2,...,J.

(C2). Les erreurs du modéle en satisfont E(e?) < co et max {||¢]| : i € Sp} = op(njlg/Q).

(C3). On suppose que U(¢) converge en probabilité vers U*(¢) uniformément dans le voisi-
nage de ¢*, qui est la solution unique de U*(¢) = 0. Pour tout a > 0, inf 4. |¢—g*||>a ||U* ()| >
0.
(C4). TI existe une fonction mesurable L(x,y,d) avec E{L?(x,y,6)} < oo et pour tout ¢,
et ¢, dans le voisinage de ¢, [[U(¢1;%,y,0) — U(eg; x,y,6)|| < L(x,y,0)|[p1 — ¢]|-
(C5). On suppose que E {Hﬁ(d};x,y, 5)|]2} <ooetE {fJ(¢;x,y, (5)} on des dérivées conti-
nues et inversibles par rapport a ¢ et les dérivées sont bornées par une fonction intégrable
dans le voisinage de ¢*.

(C6). n*1/26(¢*) —% N(0,34) as n*, N — 00, oll Ty = V{n*l/Qﬁ(d)*)} désigne la
variance par rapport & la distribution conjointe du modéle et du plan de sondage et
n* = min (n4,np).

(C7). Les probabilités d’inclusion dupremier ordre 7; satisfont K < N n;lm < Ky pour
tout ¢, ou K et Ky sont des constantes positives.

(C8). Les probabilités d’inclusion de second ordre satisfont max; ; |7T¢j7ri_17rj_1 — 1] = o(1)
pour i # j.

(C9). Les modéles de participation satisfont 1 > p®*)(x;a®*) > C > 0 presque sur-
ement. p*)*(x; a®)*) posséde une dérivée partielle dp*) (x; al¥)*)/da'®) continue avec
E {ap(k)(x; a(k)*)/aa(k)} <oo,onk=1,2,..., K.

B Preuve du Théoréme 1

Supposons qu’un des modeéles de score de propension dans .#5 soit correctement spécifié. Sans
perte de généralité, nous supposons que p(l)(x; a(l)) est correctement spécifié. On peut montrer
que 7o —P (1,0,...,0)7 et p(x) =P p(x; ap) lorsque na, np et N tendent vers Uinfini. Sous
la condition (C3) de 'annexe A, on peut montrer que Urpw (0, 7T2,7) =P E{U(x,y;0)} unifor-
mément lorsque n4, np et N tendent vers I'infini. De plus, E {U(x,y;60)} = 0. On peut donc
montrer que 8* = 6y, ce qui implique que l'estimateur IPW @;py est convergent. Selon (C3),

T. - .. < ~T AT ~
on peut montrer que ¢* = (0*T7T§T,7*T) is the probability limit of ¢ = (01PW, T2T,'7T)
A first-order Taylor linearization leads to

0 = Uy®)
T * 8ﬁ ’Y* = * *—
= Uslv )+E{;,(Y)}(7—7 ) + 0, (n*/?), (B.1)
on r o 7
aTWM (o)
E{%Cx(l)} 0 cee 0
~ U@ (o (2)%
29020 | _ 0 E{%} 0
O 0
ST (o (K)*
0 0 E{Zaa((K))}
Il en découle que
= * aﬁ 7* P * *—
T E{ - } Taly) + oyl /%), (B.2)
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De maniére similaire, on a

0 = 64(?27%)
T % 86 *7 * ~ % aﬁ *7 - ~ *
-—Ihﬁw7)+E{4h27)}hz—m%+E{4ﬁ27)}W—7)

019 Oy
Y (B.3)
ou
oU4 (13
4gr2’ Z d; iV xu V2 (x“fy )’
T2 ’LESA
et
oUL (75, v* 3VX, oy 1 “ypyT V2l
%f”::Zd 2% ;m7m+Nmemva%?”
~ zeSA 1€ES A 7
b Z 8"2 Xz,
’LESB

Des calculs algébriques conduisent &
-1

Pty = - E{mthW)}
. OUL(t5,7) | ey [0U02(v) | &,
x khw;vv—E{4?37)}E1{(§7)}Ux74
+ o,(n*7Y?). (B.4)

Par souci de simplicité, désignons @1py par 8. Au moyen d’une linéarisation de Taylor du premier
ordre, on a

0 = Upw(6,72,9)
OE {ﬁIPW(O*aT;a'Y*)}

= GIPW(O*,T§,7*)+ 90 (5—0*)
8ﬁ]PW(0*7T*77*) ~ *
+ E{ Py 2 (T2 —T35)
OUpw (0, 75,7) |~ .
n E{ IPW(8 T2, )}(’y—’y )+ o0p(n*"V/2), (B.5)
Y
ou
OE {UIPW(0*7T§a’Y*)} 1 iv: OE {p(xi)p*_l(xi;T%,‘y*)U(xi,yi;G*)}
00 N — 00 ’
avec p(x;) = p(Xi; ) et p*(x; 7'3,"/*) = TETV2(Xi;’Y*)~
8ﬁIPW(9*aT§7 = Z X27y27 ;(X’Lv'y*) (B 6)
= 5 .
oT2 ’LGSB {7-2 VQ(XMFY )}
et
8GIPW(9*aT§77*) - Z Xl7y’La T2T8V2(XZ, *)/87 (B 7)
= 5 . .
6’7 ZESB {T V2 X'“ }

Selon { - ) to , on obtient le résultat donné au Théoréme 1.
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C Preuve du Théoréme 2

Denote éFMI by 6. Without loss of generality, suppose that one of the outcome regression

models m (x; ,8(1)) is correctly specified. Then, on peut montrer que 71 = 7% = (1,0,...,0) T,

A =P X =0, et § =P n* avec n* = (BJ,B(Z)*T,...,B(J)*T)T. Il en découle que m(x) —?
m(x; By), lorsque na, np et N tendent vers l'infini.Selon (C3), on peut montrer que ¢* =

T . -~ T T AT R
(O*T, i )\*) est la limite de ¢ = (0 ,TlT, nT, A) . Parce qu’on a

E [p(xj; @0) Ui, 57 (71,17);: 60)|
E {p(x;; o) }

= E|U(x. 5 (ri,n7):00)]

= 0,

U}MI(007TT7W*7 Xk) =

0 est un estimateur convergent de 6y. Au moyen d’'une linéarisation de Taylor du premier ordre,

on a
0 = Ui
o U ()| . . _
= Ui(n") E{ 57(777 )} m—n")+ Op(nBl/Q)’ (C.1)
. 90 (8) ]
55D 0 0
~ g2 *
L [0 0 E { O )} 0
on 0
aﬁ(J)(B(J)*)
Il s’ensuit que
~ -1
~ * ou - * * -
o :_{E{av(;”}} 01 () + 0,5, ©2)

Une linéarisation de Taylor du premier ordre conduit a
0 = Us(T1,7n)

(et [T
_ Us(Tl,n)JrE{M}(Tl—ﬁHE{M}(n—n)

0T1 on
~1/2
+ Op(n3/>v (C.3)
ou R
8U3(T>{7’rl*)_ 1 o Ny | ¥
8’7’1 - N Z;:B Vl(X27 n )Vl (X27 n ))
and
OUs(ri,n) _ 1 = Ovilxisn’) i) L oy e OVI (X33 17°)
= = — Y Vi (XN )T — = vilXgm )Ty —f -
o N2 o {vi vl Gam)r} N 2 il
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Apreés des calculs algébriques, on obtent

?1—7’? = —

8‘7‘1

X

+ o (nglﬂ).

. { oU; (%, n*

[ﬁg(TT, n*)—E {

1

oUs (Tt m*
on

Une linéarisation de Taylor du premier ordre conduit a

~

0 = [75(?17 ﬁa )‘)

} (71—7)) +E {6(75(7-{,77*,)\*)

on

- Z sz )
- {1 +/\*€z (r3,m)}

1 Ovi(xim*) /O

{1+ NG n))

&(t1,n")

N oUs (717, \*
= U5(7'17777/\)+E{5(31T117)
Us(T3, " A) |~ 172
ol
8&5(7’{,77*,)\*
87-1
oUs(rim" \) 1
on N
et
oUs (75, m*, \¥) _i
o\

Selon (C.2)), (C.4)), et (C.5), on a

{1+ Xe(r1,m))"

A=A = Apy {ﬁ5(7"{7 n*,A") + Al,zﬁ:&(Tin*) + Az,th(’ﬂ*)}

“

ot

—~ —1
oUs(75,m*, \*) }]

O\

1/2
+ OP(nB / )7
ou
Apy = —
Al,l _ _E{3U5(7'1,TI a)‘ )}
et

Ay =

)

U5 (T%,m*, \*)
) G (e
_E{

~ 1 ~
0Us(ri,n) || [00s(rin’
ot on

81?5(7'*, n*,\%) 861(77*) )
] B ()
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. {8U3(T*{,n*)}] |
87’1

) } E*l {8U1((;;;fﬂ7*) } ﬁl(n*)]

(C.4)
} m—-n")
(C.5)
(C.6)
§
1
19



Une linéarisation de Taylor du premier ordre conduit a
0 = Upnr(0,71,7,0)
OE {ﬁFM](O*a TTa 77*7 /\*)}
(97'1

= Uppr(0,750°,\) + (F1— 1)

OF {ﬁFMI(e*,T’{,n*,A*)}

OF {6FMI(9*,T;,T,*,A*)}

n—n' A=\
* on (m=n")+ oA < )
OE {ﬁFMI(O*aT?n*?)‘*)} ~ " «—1/2
+ 90 (0 -0 ) + op(n ) (C.7)
De plus, on a
- * %k \k _ 1 . ~(J) (% %\, pg*
UF]\/[I(G yT1,MN 7>‘ ) - Z Z ng 1+)\*€ ’T 77 )U(Xuyi (7'1777 )70 )
ZGSA JESB J

1 ()
= d 18) ; Y k), gk
N2 Z Z N-— 1nB 1 +)\* (,7_17 *) (X ' Yi (7'1777 ),0 )

lGSA ]ESB

1 5; 1 -
= = Ld, J U(x;, 7
N2 Z_; JZ_; (o) T4 x5 () o

et

0; 1 (i)
o= J.d; . \ * *\. g* .
C]z J ]E((S) 1+>\*a(TT,7I*)U(XJ7yJ (7'1777 )70 )

Des calculs algébriques ménent a

Lid; i 1 N
(C’L]|Z ) = (6)91,7:7 E (C]Z‘ZZ) = E((S) 1+ )\*a(TT’T’*)QQ,i?
ou '
i = E{p(Xj;ao)U(XiA@(])(T’{m*);9*) |Zi},
’ 14+ A€(75,m%)
et

g3 = E{ UGk, 3 (r1,m7); 0] |

Selon (C.8))-(C.9) et par la théorie des statistiques U , see Serfling (1980), on a

N
UFMI(G yT1,M 7)\ ) = N E(d)gl,z
=1

1

_|_

+ o,(n*"Y?).

N ; E(0) 1+ Ae(r,n7) 9%

n*);0%)

(C.10)

(C.11)

(C.12)

Selon (C.2)), (C.4), (C.6), (C.7), (C.12), on obtient le dévelopement asymptotique au Théoréme

2.
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D Preuve du Théoréme 3

Désignons 0 45 pr 0. Sans perte de généralité,supposons que I'un des modéles de régression
T

mM (x; 5(1)) est correctement spécifié. Alors, on peut montrer que 73 —? 77 = (1,0,...,0) ',
A =P X =0, et n =P n* avec n* = (ﬁg,B(Q)*T,...,,B(J)*T)T, et donc m(x) =P m(x;By),
lorsque n 4, np et N tendent vers I'infini. Selon (C3), on peut montrer que ¢* = (H*T, TTT, T§T, ~*T T, /\"‘)T

—~ ~T ~\ T
est la limite de ¢ = (0 ,?I,?;,ﬁT,ﬁT, A) . Soit U¥ ,,z(60) lorsque Uy, 2(00, 77, 75,7, m*, X*).
Parce qu’on a

* pP(Xi; &

Ulyr(@0) = E {*T( - )* U(XivyiSGO)}
Ty V2(Xi§7 )
E [p(Xj; ) U(x;, 171-(])(7"{, n*); 90)}
E{p(xj; a0)}
1 p(xi; o0)p(x;; o) ~(5) }
E U Xis Y, 7*7 * ;00

p(a) { 75T va(xi; ") (e 57 (73,77); 80)

il en découle que 0 est un estimateur convergent de 8. Suppose one of the propensity score models
in M5 is correctly specified. Sans perte de généralité, on suppose que pM (x; a(l)) est correctement
spécifié, alors on peut montrer que 7o —P (1,0,...,0)7, so p(x) =P p(x; ) as n4, np et N
. T
tendent vers l'infini. Selon (C3), on peut montrer que ¢* = (B*T, T T T, )\*) est la
. ” ST T T AT =T )| )
limite de ¢ = (0 ,T1,To,Y M ,A) . Parce qu’on a
Uinr(@o) = E {p(xi; )
75 Va(xXi; ")

E [plxji a0) {1+ X871} UGk, 37 (71,m7): 00))|

U(x4, yi; 90)}

+
E {p(x;; o)}
1 p(xi; ao)p(x;; ) ) w s }

— E — U(x;, 9,7 (77, ;0

pla) {T;Tw(xiw*){l+A*ej<ff,n*>} (xi: 37 (71 1°): 60)
= E{U(xi,9i;600)}

E [p(x: o) {1+ 2% (71,07)} ' UGk, 37 (71,m7): 00))]
+

E {p(x;; o)} ‘
E [p(ocss @) {1+ A (.77} UGk, 317 (77, m7):60))|
E {p(xj; )}

= 0,

il en découle que 0 est un estimateur convergent de 8y. Une approximation par série de Taylor
du premier ordre conduit &

0 = Uanr(0.71,72,7.7,\)
— Ul + &E{fg‘“} o {ZZMR} (72— 73)
" W(%—V*HW@—WHW (A-x)
" W (0-0") +0,(n172) (D.1)

14¢% Journées de méthodologie statistique de I'Insee (JMS) / Mars 2022 / PARIS 21



ott UYp = Uamr(0%, 71, 75,7%,n*, A*). De plus, on a

"(J) *
~ 1 1 U(x;,y,”"";0%)
) = XZ7 170* d L
AMER N iZeSB P*(x;) Y Z Z nBN -1 14 /\*’”Jf

ZGSA ]GSB

Z 1 U(xz,@(” 0*)

N2 7 ( ngN=1 1+ X

i€Sp JESB
~(J)* 0*)

- N Z P U(xi,yi; 0 NQ Z di Z E ?i’_yl)\*/\;

ZESB ZGSA ]GSB

~(J)*, :0%)

Xz>y@
N Z Z E 1+ A€

€Sp

p(xi) p(Xj)U(Xz,ny)* %) 1
E[{mxi) 1} e | )
+ o,(n*7Y?).

s {ngN"'—E(6)}

Soit

~(7)* *
X’Hy' 70 )
di Z : ~
2 =Y =
ZGSA jESB 1 +)\ 6j
On a alors
A = A;—-E(A)) +E(Ay)
N N ~(J)*. p*
1 U(x,y’";0%)
— I;d;6; L —
I i o (DML L)
7,:1 =1,j#1 .7
+ E(A)) +o,(n*"Y?)
- 3 XN: H(z;,z;) + E(A1) + 0,(n*1/?)
N(N —1) & £~ v P ’
=1 j=1,j7#
ot H1(2z,2;j) = (€15 + €1,5i)/2 avec

0; 1 j
Cl,zg E(5) 14 A*E}(TT,T]*)U(X ' Ys (7-1777 )70 ) E(Al)a

et
0; 1

S = LU EG T va
Apres quelques calculs, on obtient

FUG, 5, (71m7);67) — E(A).
(Cl 2]’ z) = I(C(é)gfz —E(Ay),
et
E(Cypilai) = gy B(A).
) = E(5) T A () O
Selon — et par la théorie des statistiques U, voir Sefling (1980), on a

N .-
= 23 (gt - Eay)

1 Iy 1
N : s _R(A
i NZ{E@)HA*Q(TM*)% ( 1)}

+ E(A)) +o,(n* 2.
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Soit

1 Loy ! U(x;, 57" 6%)
T N2 Lo pr(x) 4= E(8) 1+ A
JjESB J

On a alors

Ay = Ay— E(Ag) + E(AQ)

N N ~(4)*, g
1 1 1 U(xi,y”";0%)
- Tl X 0 )
N(N 1) & j:l,j#{ () E(@) 1+ A€
+ E(Ag) + op(n" 1)
1 N N
= YW oT L X Halmm) +E(A) top(n ), (.7)
i=1 j=1j#i

ot Hy(zi,2;) = (Coj + €2 4i)/2 avec

1 1 Ulx, 375, 0%);0%)

= 0;0—= — —E(A5),
©u T EIED) 1Ay e
et 0
11 UG, 57 (1 n); 07
CQ,jz’ _ 5j5iA* (x; y]*f 1*77 )* ) CE(A).
Pr(x;) E(0) L+ Ae(ri,n)
Apreés des calculs algébriques, on obtient
E (Coylts) = =o' g7, ~ E(Ao) (D3)
)0 p* (Xz) E(é) K ’
et
E (Cogilt) = = g3 E(A) (D.9)
i E(6) 1+ X&(ry,m%)” > ’
ou

* P(X;; O ~(7 * *
g3 =E{;\k](x))U(Xj,y§)(Tl,n ); 0 )’Zi}~
J

D’aprés 1) et par la théorie des statistiques U, voir Sefling (1980), nous avons

16 1,
SR N Cat)

1 N 5. 1

TN : 93, — E(A }
N;{E(é)l"‘)\*ﬁi(ﬁ,n*) 3, (Ag)

+ E(8) + o). 0.10)

Selon (D.1)-(D.1)) , on obtient le dévelopement asymptotique au Théoréme 3.
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