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Introduction

Introduction

I Définition
Les valeurs extremes sont des observations qui s’écartent du
comportement d’ensemble d’un échantillon de données.

I Importance
I Biais d’analyse (calcul indicateurs, analyse économétrique)

Houfi and El Montasser [2009]
I Modification de politiques (évaluation d’impacts, analyse

économique, médicale, etc)
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Introduction

Définitions

Nuance de définitions

Figure – Planchon viviane (2005)
VE : valeurs extremes - VS : valeurs suspectes - VA : valeurs abérrante -
CTM : contaminations
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Introduction

Revue de littérature

Revue de littérature

I statistiques liées excès / volatilité [Dixon, 1950] ;

I statistiques liées amplitude / volatilité [Dixon, 1950] ;

I statistiques liées gap / volatilité, [Thompson, 1935] [Pearson
and Sekar, 1936] [Grubbs, 1950] ;

I statistiques liées extrême / position report [Dixon, 1950] ;

I statistiques liées Somme de carré [Dixon, 1950] ;

I statistiques liées aux moments ;

I Shapiro-Wilks W statistic (Shapiro et al, 1968 ; Royston.
1982).
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Motivation pour un nouveau test

Test de Pearson and Sekar [1936] et Grubbs [1950]

Pearson and Sekar [1936] and Grubbs [1950]

Considérions un échantillon de taille n x1, x2, . . . , xn généré d’une
loi normale de moyenne µi et d’écart type σ2. Test de valeurs
abbérantes equivaut à un test d’échantillon de même loi :

H0 : µ1 = µ2 = . . . = µm−1 = µm+1 = . . . = µn = µ, µm = µ+ d

Ha1 = d 6= 0, Ha2 = d < 0, Ha3 = d > 0.

τ =
δ

s
(1)

δ = x(n) − x̄ and s =

√√√√ N∑
i=1

(xi − x̄)2 (2)
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Motivation pour un nouveau test

Limite pour distributions non normale

Test de Pearson and Sekar [1936] et Grubbs [1950]

(a) Group 1 (b) Group 2

Figure – Application du test de Grubbs sous plusieurs distributions
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Théorie sur la loi des extrêmes (EVT)

Généralité sur EVT

Généralité

Considérions un échantillon de taille n x1, x2, . . . , xn généré d’une
loi de moyenne µi et d’écart type σ2.

Statistique Näıve de test : U+ = max xi

Loi de la statistique :

P(U+ ≤ x) = F n(x)

Loi dégénérée :

P(U+ ≤ x) −→
n→+∞

∈ {0, 1} (3)
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Théorie sur la loi des extrêmes (EVT)

Généralité sur EVT

Généralité

EVT indique ∃an et bns.t :

P(
x(n) − an

bn
≤ y) = F (n)(ybn + an) −→

n→+∞
Gε(y) (4)

où

Gε(x) =

{
exp[−(1 + ε x−µσ )

− 1
ε

+ ] si ε 6= 0

exp[−exp(− x−µ
σ )] si ε = 0

(5)

La loi de X ∈ au domaine d’attraction de Gε.
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Théorie sur la loi des extrêmes (EVT)

Généralité sur EVT

Généralité

Nous avions l’équivalence suivante :

I X suit un Frechet d’indice ε

I ε−1ln(X ) suit un Gumbel

I −X−1 suit un Weibull
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Théorie sur la loi des extrêmes (EVT)

Estimateur EVI et du seuil

Estimateur Extrem Value Index( EVI)
Il existe plusieurs estimateurs dans la littérature [Embrechts et al.,
2013]. Un estimateur général est celui de Dekkers-Einmahl-de
Haan. Il est défini par :

εDEH
n = 1 + H

(1)
n +

1

2

(
(H

(1)
n )2

H
(2)
n

− 1

)−1

(6)

où

H
(1)
n =

1

k

k−1∑
i=0

(
ln(x(n−i))− ln(x(n−k))

)
et

H
(2)
n =

1

k

k−1∑
i=0

(
ln(x(n−i))− ln(x(n−k))

)2
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Théorie sur la loi des extrêmes (EVT)

Estimateur EVI et du seuil

Méthodes d’estimation du seuil

I Mean Excess Function

e[i ] =
1

n − i

n−i−1∑
j=0

x(n−j) − x(i) (7)

I Estimateur de [Pickands III, 1975]

Argmin
1≤j≤b n

4
c
sup0≤x<∞|Ŝj(x)− Ĝj(x)| (8)

I Estimateur de [Neves and Alves, 2004]

Argmin
2≤k≤n

1

k − 1

k∑
i=1

iδ(εi − εk) (9)
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Hypothesis Test and Test’s procedure

Hypothesis Test and properties

Hypothesis Test and properties
Notons x(n) (resp. x(1)) le max (resp. le min) d’un échantillon de
taille n, avec Xi ∼ Fi . Le test d’hypothèse vise à vérifier si x(n) ou
x(1) est un outlier, Nous avons :{

H0 : Fi = F ∀ i ∈ 1 : n
Ha : ∃ m s.t Fm 6= F

. (10)

1. x(n) est un outlier, version unilatéral à droite :{
H0 : Fi = F ∀ i ∈ 1 : n
Ha : ∃ m and x* s.t ∀y ≥ x∗ Fm(y) < F (y)

(11)

2. x(1) est un outlier, version unilatéral à gauche :{
H0 : Fi = F ∀ i ∈ 1 : n
Ha : ∃ m and x* s.t ∀y ≤ x∗ F (y) < Fm(y)

(12)



Using Extreme Value Theory to test for Outliers

Hypothesis Test and Test’s procedure

Hypothesis Test and properties

Statistique et propriétés

γ0
n =

x(n) − an

bn
pour ε = 0 (13)

γεn = ln

(
x(n) − an

bn

) 1
ε

pour ε > 0 (14)

γ̄εn = ln

(
−
x(n) − an

bn

)− 1
ε

pour ε < 0 (15)
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Hypothesis Test and Test’s procedure

Procedure de Test

Test unilateral

Les coéfficients de normalisation sont donnés par [Embrechts et al.,
2013] :

Max-Domain an bn
Gumbel F−1(1− 1

n ) γ(an)
Frechet 0 F−1(1− 1

n )
Weibull xF xF − F−1(1− 1

n )

Table – Norming constants
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Hypothesis Test and Test’s procedure

Procedure de Test

Estimateur des quantiles

1. F ∈ Domaine d’attraction de Gumbel :

F̂−1(1− 1

n
) = un + γ(un)ln(nun) (16)

2. F ∈ Domaine d’attraction de Frechet :

F̂−1(1− 1

n
) = nε̂unun (17)

3. F ∈ Domaine d’attraction de Weibull :

F̂−1(1− 1

n
) = xF − n−ε̂un (xF − un) (18)
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Hypothesis Test and Test’s procedure

Procedure de Test

Estimateur du EndPoint

Estimateur de Alves and Neves [2014] :

x̂F = x(n) +
k−1∑
i=0

aik(x(n−k) − x(n−k−i)) (19)

où

aik =
1

log2
log(

k + i + 1

k + i
)
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Hypothesis Test and Test’s procedure

Procedure de Test

Algorithm Start

1. Use the excess function plot

2. Use DEH estimator.

Algorithm B’(ε = 0)

1. j, k ← n ; b1, b2, iter, tol0 ← 0 ;t ; m.
iter ← iter + 1 ;

2. While (iter ≤ m and b1=0) do

3. Compute x(j) = Max(x(1), x(2), . . . , x(j))

4. kj = j − min (kP , kRT ) where kP is given by (8)

and kRT bu (9)
tol0 ← tol0 + 1

5. While (tol0 ≤ t and b2=0) do
un = x(k−kj )

6. Compute γ0
j given by (??) with

nun = n − k + kj

7. If γ0
j > Λα then

Report ”x(j) as outlier”

tol0 ← 1
b2 ← 1

8. Otherwise (i.e γ0
j ≤ Λα)

tol0 ← tol0 + 1
k ← k − 1
End Do ;
If tol0 = t − 1 then b1 = 1
iter ← iter + 1 ;
j ← j − 1 ; k ← j ;
tol0 ← 1 ;
b2 ← 0 ;
End Do ;

Algorithm A’(ε 6= 0)

1. j, k ← n ; b1, b2, iter, tol0 ← 0 ;t ; m.
iter ← iter + 1 ;

2. While (iter ≤ m and b1=0) do

3. Compute x(j) = Max(x(1), x(2), . . . , x(j))

4. kj = j − min (kP , kRT ) where kP is given by (8)

and kRT bu (9)
tol0 ← tol0 + 1

5. While (tol0 ≤ t and b2=0) do
un = x(k−kj )

6. Compute ε̂j given by (6) or (??) with
x(k−kj +1), . . . , x(k)

7. Compute γ
ε̂j
j or γ̄

ε̂j
j given by (??) and (??) with

nun = n − k + kj according to the sign of ε̂j

8. If γ
ε̂j
j (resp.γ̄

ε̂j
j ) > Λα then

Report ”x(j) as outlier”

tol0 ← 1
b2 ← 1

9. Otherwise (i.e γ
ε̂j
j (resp.γ̄

ε̂j
j ) ≤ Λα)

tol0 ← tol0 + 1
k ← k − 1
End Do ;
If tol0 = t − 1 then b1 = 1
iter ← iter + 1 ;
j ← j − 1 ; k ← j ;
tol0 ← 1 ;
b2 ← 0 ;
End Do ;
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Application

Comparaison avec Grubbs

Comparaison avec Grubbs

Données simulées

Yi ∼ 11≤i≤T−pN(a, σ) + 1T−p<i≤TN(a + d , σ) (20)

I p : nombre de contaminations (0, 1, 2 et 3) ;

I T : taille échantillon (50, 100, 500 et 1000) ;

I a, d, σ : resp. moyennes des PGD (0 et 5), et 1 ;

Pour ces paramtrès fixes, 1 000 bootstraps puis taux de rejet de
l’hypothèse nulle.
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Application

Comparaison avec Grubbs

Application 1

N α (en %)
1-Specificié (p=0) Sensibilité (p=1) Sensibilité (p=2) Sensibilité (p=3)
Grubs EVT Grubs EVT Grubs EVT Grubs EVT

50 1 0.006 0.003 0.81 0.893 0.796 0.991 0.608 0.999
50 5 0.024 0.041 0.919 0.972 0.955 0.997 0.919 1.000
50 10 0.036 0.077 0.939 0.99 0.987 0.999 0.972 1.000

100 1 0.014 0.01 0.807 0.866 0.915 0.975 0.903 0.997
100 5 0.025 0.038 0.923 0.951 0.974 1.000 0.99 0.998
100 10 0.046 0.076 0.935 0.977 0.99 0.999 0.999 1.000
500 1 0.007 0.007 0.768 0.801 0.928 0.951 0.974 0.99
500 5 0.018 0.041 0.859 0.895 0.973 0.987 0.996 1.000
500 10 0.039 0.088 0.903 0.935 0.985 0.994 0.994 1.000

1000 1 0.008 0.011 0.687 0.713 0.913 0.941 0.965 0.98
1000 5 0.019 0.035 0.819 0.865 0.967 0.981 0.992 0.995
1000 10 0.066 0.108 0.875 0.912 0.979 0.993 0.993 0.999

Table – Sensibilité et Specificité
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Application

Procédure de test sous la non normalité

Rappel des résultats du test de Grubbs ...

(a) Group 1 (b) Group 2

Figure – Test de Grubbs’s sous des distributions non normales
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Application

Procédure de test sous la non normalité

... maintenant avec la nouvelle procédure de tes

(a) Gumbel MD. (b) Frechet and Weibull MD

Figure – Application du test basé sur EVT.
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Conclusion

Conclusion

I Obj : Identification des valeurs aberrantes

I Echec du test de Grubbs sous la non normalité

I Meilleurs performances sous la normalité et la non normalité

I Resultat robust à la taille de l’echantillon



Using Extreme Value Theory to test for Outliers

Bibliographie

Bibliographie I
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