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Introduction

Estimation sur petits domaines

@ Le petit domaine est souvent le résultat d'un découpage géographique fin.

@ Les échantillons construits sont la plupart du temps prévus pour donner
des estimations au niveau national, voire régional pour certaines enquétes.

@ C'est pourquoi on a trés peu d'individus échantillonnés dans le petit
domaine.

@ L'approche sondage “classique” devient trés périlleuse étant donnée le
peu d'unités présentes dans chaque petit domaine.

@ On a recours a une approche modéle qui différe selon le niveau de
disponibilité de I'information auxiliaire.

e Modélisation au niveau des petits domaines : Fay-Herriot (1979)
e Modélisation au niveau des unités : Battese, Harter et Fuller (1988)
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Introduction

Pourquoi faire de I'estimation robuste ?

@ Les estimateurs classiques sous ces modéles sont asymptotiquement sans
biais, mais ils sont trés sensibles a la présence d'unités influentes.

o D’autant plus vrai dans un contexte d'estimation sur petit domaine, car
la taille des échantillons est relativement faible.

@ Cela permet aussi de se prémunir contre une mauvaise spécification du
modéle.

@ Objectif : produire un estimateur robuste aux valeurs influentes dans un
contexte d'estimation sur petits domaines avec une modélisation au
niveau individuel.
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Approche modéle sur petits domaines

Les approches classiques

@ La population U de taille IV est découpée en k petits domaines.
@ Un plan de sondage non informatif s est sélectionné dans la population U
et il sera considéré comme fixe dans |'inférence.

@ On dispose d'un vecteur de variables auxiliaires x;; disponible pour toutes
les unités j de la population dans le domaine .

@ La taille de chaque petit domaine IN; est supposée connue.
@ On note n; le nombre d'unités échantillonnées dans le petit domaine 1.

@ Pour chaque petit domaine ¢, on souhaite estimer le paramétre de
population finie:

ol Y;; peut é&tre une variable continue, binaire ou une variable de
comptage.
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Approche modéle sur petits domaines

Un exemple

@ Par exemple, si on souhaite estimer un taux d’activité par iris ¢

N; ’
ol Y;; = 0 si l'individu j dans I'iris ¢ est actif et Y;; = 1 sinon.
@ On va utiliser une régression logistique pour expliquer la variable Y avec
de I'information auxiliaire X et on va prédire les individus non observés.
@ Si on souhaite prédire le nombre de visites dans les cabinets médicaux
dans un département ¢

JjeU;
ol Y;; = Nombre de visites dans le cabinet médical j du département ;
@ Dans ce cas, I'utilisation d’'un modéle de régression Poissonien semble
adaptée.
@ Ces deux modéles sont des cas particuliers de Modéles Linéaires
Généralisés.

6, =
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Approche modéle sur petits domaines

Estimateur synthétique

@ Une premiére approche consiste a supposer que le modéle modélisant la
variable Y est identique dans chacun des domaines

T
9(Yij) = lwd + €ij
ol g(.) est la fonction de lien.
@ On utilise une approche dite “synthétique” et on définit I'estimateur
correspondant par : 057N = N1 (ZjeS, Yij + 2 cuans, h(x{?ﬁ)) ol
_ -1
h(.)=g(.)""
o Cet estimateur est efficace si la variabilité entre les petits domaines est
entiérement expliquée par les variables auxiliaires x.

o En pratique, c'est trés rarement le cas. On a plutét recours a des
modéles mixtes.
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Approche modéle sur petits domaines

En pratique, cas favorable approche synthétique
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Approche modéle sur petits domaines

En pratique, cas favorable approche synthétique
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En pratique, cas favorable approche synthétique
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Approche modéle sur petits domaines

En pratique, cas favorable approche synthétique
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Approche modéle sur petits domaines

En pratique, cas favorable approche synthétique
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Approche modéle sur petits domaines

En pratique, cas favorable approche synthétique

Journées de Méthodologie Sta ue de I'Insee Estimation robuste pour des modéles GLM et GLMM



Approche modéle sur petits domaines

En pratique, cas défavorable approche synthétique
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Approche modéle sur petits domaines

En pratique, cas défavorable approche sy
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Approche modéle sur petits domaines

En pratique, cas défavorable approche synthétique
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Approche modéle sur petits domaines

Approche avec effets aléatoires, estimateur Plug-In

@ On utilise un modéle linéaire mixte généralisé p;; = E [y;;|u;] de la forme
T
9(pig) = nij = 250 + w;
ol u; est une variable aléatoire représentant 'effet aléatoire propre au
petit domaine 1.
o Le vecteur des effets mixtes u suit une loi normale de moyenne zéro et de

variance constante ¢.
@ On définit I'estimateur Plug-in (Empirical Plug-in Predictor(EPP)) :

AEPP -1 Ta | 5
;" =N; Z Yij + Z h(x3 8 + ;)
JES: JEUNS;
ou B et u; sont les estimateurs calculés par une procédure iterative qui

combine Maximum de vraisemblance pénalisée (PQL) et Maximum de
vraisemblance restreint (REML) voir Schall (1991).
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Approche modéle sur petits domaines

Estimation robuste, objectifs

@ But: Construire un estimateur robuste qui vérifie:

o une efficacité "peu affectée" si le modéle m est mal spécifié;
o une efficacité proche de |'estimateur optimal 6EFF si le modéle m est
correct.

@ Une mauvais spécification du modéle peut survenir lorsque :
o Une petite proportion des données est générée selon un modéle différent
(outliers).
o La distribution des erreurs est trés asymétrique (et non normal) — valeurs
extrémes dans les erreurs.
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Approche modéle sur petits domaines

Les estimateurs robustes existants pour les petits domaines

@ Dans le cas d'un modéle linéaire mixte : Sinha et Rao (2009), Chambers
et al.(2013), Domgmo Jiongo et al. (2013)
@ Dans le cas d'un modéle linéaire mixte généralisé, deux types
d'estimateurs robustes ont été proposés :
o Maiti (2001) développe un estimateur robuste a partir de modéles linéaires
mixtes généralisés hiérarchiques ;
o Chambers, Salvati & Tzavidis (2014) utilisent la régression quantile pour
des variables dichotomiques ou des variables de comptage.
@ Notre objectif est d'étendre la méthode développée par Domgmo Jiongo
et al. (2013) basée sur le biais conditionnel pour des modéles linéaires
mixtes a des modéles linéaires mixtes généralisés.

Journées de Méthodologie Statistique de I'Insee Estimation robuste pour des modéles GLM et GLMM



s conditionnel pour |'estimateur EPP

Sommaire

© Biais conditionnel pour I'estimateur EPP

Journées de Méthodologie Statistique de I'Insee



Biais conditionnel pour |'estimateur EPP

Définition

@ Le biais conditionnel dans une approche sous le modéle est :

B'ihj (yhja Uh; ‘3) - Em {éiEPP - (9i"9a Yhj, U} .

o Il permet de quantifier l'influence de toutes les unités de la population.

o Dans le cas ot g # I, OFFF n'est plus une fonction linéaire des Y’

% Zyij+ Z flij

JES: jEUi\Si
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Biais conditionnel pour |'estimateur EPP

Approximation

o Le modéle initial de la forme :
g(ij) = nij = x;frjﬁ—i—ui;j =1,..N;, 1 =1,...k,
est approché par un modéle linéaire mixte de la forme :
Gj=a B+uite; j=1,...Nyi=1,.k

/

ij = i + (Yig — 1ij) g (1iz) -
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Biais conditionnel pour |'estimateur EPP

Plusieurs cas a distinguer

Figure 3:
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Biais conditionnel pour |'estimateur EPP

Approximation du biais conditionnel pour I'estimateur EPP

—1 k dh .
N (SE oy Sesy, wingvn — Sieuns; 9 (ni) wi + wiigei) JE s
—1 k Oh . .
IR ./ 01 Yjes, Wihjuh — TjeU\S; dn (nig) wi + winjens) JEsp hFi
Binj (vnj uniB) = N—1 (sk Oh (p N — 2h (1 N ) e U\ss
i (thl 2jesy, Wihjuh ~ 25U \S; dn (n”) Ui = gy (mi5) “«zJ) i € Ui\s;
- k ah : ;
NV (SEo Shesy, wingtn - Xjeu;\s; Tn(my) u;) J € Up\sp,h #i.

k*laixfcl(j) J € sp
Wihj = ) -1 T () dh 2T ()
k ajxi Ci + ZjIEUi\Si Er nij/ ol C J € s4,
et

JEU\S; o

o _ L& _ -t
ai:{ > ("ij)["'z?;*”ilzivi lxi]}{k 12: xTv; lxi} .
i
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Estimateur robuste

Erreur de prédiction et estimateur robuste

L'erreur de prédiction de |'estimateur EPP est approximativement

. -1 |k ah
0FPP o, S % Binj (yhj,uh;[:?) - S wingup - — ("ij) wg | -
h=1;EUy i |h=1j€S), JEU;\S; 91

En suivant Domgmo Jiongo et al. (2013), on propose un estimateur
robuste de la forme
k

N N k ’ C ’
ofFBE —oFPP _ 5~ > Binj (yhjv “h?/f) + > > we {Bihj (yhjv “h?/f)}v
h=1j€8), h=1jE85),

, N o dw, e je s,
Binj (yhj, uh:ﬁ) = {szlw: }Z::::Zj}} j c ;; h # i

1(.) est la fonction de Huber et c est la tuning constante qui effectue le
compromis entre biais et variance.
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Estimateur robuste

Erreur de prédiction et estimateur robuste
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Estimateur robuste

Choix de la tuning constante

@ On utilise un critére de type Min-Max.

@ On cherche la constante ¢ qui minimise le maximum des influences
estimées sur I'estimateur robuste 07FFF pour toutes les unités j de
I'échantillon:

mcin (max{éﬁfpp\j € 5})

@ En utilisant la tuning constante ¢ solution du probléme de minimisation,

on peut montrer que I'estimateur robuste s'écrit

~ ~ 1/~ N
GZREPP = GZEPP - 5 (Bmaac + Bmin)

Bmax = I]r,lea‘g,( {Bihj (yhj7uh;ﬁ)}

et

Bmin = rjnelg{Bzh] (yhjvuh;ﬂ)}
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Etude par simulation

Modele linéaire et échantillonnage

@ On a construit plusieurs modéles permettant de générer plusieurs
populations de taille N = 2000 découpées en 40 petits domaines de taille
égale N; = 125. Les jeux de populations sont des mélanges entre un
modéle linéaire mixte et un modéle qui produit des unités influentes.

@ On a généré P = 50000 réalisations de modéles et on a sélectionné un
sondage aléatoire simple stratifié de méme taille dans chacun des petits
domaines n; = 5.

@ On compare I'efficacité de I'estimateur robuste proposé en terme de biais
relatif et d'efficacité avec les estimateurs robustes existants Sinha et Rao
(2009), Chambers et al.(2013), Domgmo Jiongo et al. (2013).
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Etude par simulation

Résultats pour le cas linéaire
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Etude par simulation

Résultats pour le cas linéaire
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Etude par simulation

Résultats pour le cas linéaire
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Etude par simulation

Résultats pour le cas linéaire
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Etude par simulation

Modele Poissonien et échantillonnage

@ On a construit plusieurs modéles permettant de générer plusieurs
populations de taille N = 5000 découpées en 50 petits domaines de taille
égale NV; = 100. Les jeux de populations sont des mélanges entre un
modéle Poissonien et un modéle qui produit des unités influentes.

@ On a généré P = 5000 réalisations de modéles et on a sélectionné un
sondage aléatoire simple stratifié de méme taille dans chacun des petits
domaines n; = 10.

@ On compare I'efficacité de I'estimateur robuste proposé en terme de biais
relatif et d'efficacité avec un autre estimateur utilisant la régression
M-Quantile Tzavidis(2014).
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Etude par simulation

Les populations pour le cas Poissonien

Figure 6: Cas sans outliers
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Etude par simulation

Les populations pour le cas Poissonien
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Figure 6: Cas modéle de Mélange
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Etude par simulation

Les populations pour le cas Poissonien
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Figure 6: Cas erreur de mesure
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Etude par simulation

Résultats pour le cas Poissonien

Taux

Scenarios ; éMfQuantile éREPP éDirect
outliers

Sans outliers | 0 —1.25(174) | —1.62(101) | —0.17(554)
Modele 0.1 | —4.55(105) | —2.13(90) | —0.17(400)
de 0.05 | —2.80(125) | —1.90(93) | —0.15(513)
mélange 0.01 | —1.48(160) | —1.58(99) | 0.31(543)
Outliers 0.1 | —22.07(34) | —4.14(91) | 0.09(274)
Erreurde | 0.05 | —15.09(77) | —3.65(37) | 0.39(400)
mesure 0.01 | —4.86(125) | —2.47(39) | 0.005(438)

Table 1: Biais et efficacité médiane sur I'ensemble des domaines
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Conclusion

Conclusion

@ Le biais conditionnel est une mesure d'influence qui tient compte du
modéle, du paramétre et de |'estimateur.

@ On a proposé une version robuste de I'EPP adaptable pour tous les
modeéles de type GLMM.

@ L'estimateur robuste proposé est aussi efficace que I'EPP si le modéle est
bien spécifié.

@ L'estimateur robuste proposé semble plus performant que I'EPP et
I'estimateur M-Quantile dans le cas d'un modéle de mélange.

@ Perspectives : Etendre ces techniques a une modélisation au niveau des

domaines et tester des méthodes de Bootstrap pour estimer |'erreur
quadratique moyenne de |'estimateur.
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