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Notation

On considére une population finie d'individus
U={1,....k,...,N},

ot chaque individu est supposé identifiable par son label k. On note
yi la valeur prise par une variable d'intérét y sur un individu k de U.

Un échantillon S est sélectionné dans U au moyen d'un plan de son-
dage p(-). Les probabilités d'inclusion 7 = P(k € S) sont connues

et non nulles. Soit di = 1/ le poids de sondage de 'unité k.

Du point de vue de I'échantillonnage, les variables d’intérét sont
fixées et non aléatoires. L'alea provient de la sélection de
@
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Estimation d'un total

En situation de réponse compléte a la variable y, le total ¢, =
> _keu Yk Peut &tre estimé sans biais sous le plan de sondage par

7§y7r = deyk
kesS

En situation de non-réponse pour la variable y, une valeur manquante
yi, est remplacée par une valeur imputée y; (e.g. Haziza, 2009) :

= D dige+ Y diyi.

keSy k€ESm

Deux mécanismes aléatoires supplémentaires interviennent :
@ le mécanisme de non-réponse, qui conduit a I'échantillon S, de
répondants effectivement observé pour la variable y,
@ le mécanisme d’imputation utilisé pour remplacer >y @
les valeurs manquantes de y. Ensai
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Modéle d'imputation

Le mécanisme d’imputation est généralement motivé par un modéle
d’imputation (par exemple, un modéle de régression) qui vise a pré-
dire la variable 1, a I'aide d'une information auxiliaire x;, disponible

sur I'ensemble de I'échantillon.
. T
m : Yy = X B+ 0\/Uk€k.

Dans ce modéle :
2 d A .
@ (3 et 0° sont des paramétres inconnus,
@ v est une constante connue,
@ les résidus ¢, sont des variables aléatoires iid, centrées réduites.
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Imputation déterministe
L’imputation par la régression déterministe est obtenue en prenant
Yp = x; B3, avec

=1
; =1_ _T =1
B, = g WYy, ZkZy, E WKV ZkYk

kesSy keS,
un estimateur du paramétre 3 inconnu, et wy un poids d'imputation

associé a |'unité k (Haziza, 2009).

Dans ce cas, I'estimateur imputé est égal 3
o= Y dwt Y di[x] B,

L’estimateur fyf est approximativement mpq non biaisé
(approche IM).
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Imputation doublement robuste

Afin de se prémunir contre une mauvaise spécification du modéle
d’imputation, il est intéressant de disposer d’'un mécanisme d’impu-
tation qui conduise a une estimation non biaisée sous un modéle de
non-réponse (approche NM).

On appelle modéle de non-réponse un jeu d’hypothéses sur le méca-
nisme (inconnu) de non-réponse. On suppose ici que la probabilité
de réponse a la variable y; suit le modéle logistique

exp (g X )
14 exp (q’)gxk) '

pe=Pr(rp=1) =
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Imputation doublement robuste

L'utilisation du mécanisme d'imputation par la régression détermi-
niste, avec les poids d'imputation wy = dj, 1_5’“, conduit 3 un esti-
mateur imputé du total pg non biaisé (Haziza et Rao, 2006).

On parle d’estimation doublement robuste, voir également Kott (1994),
Kim et Park (2006).
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Définition
On s'intéresse a |'estimation de la fonction de répartition

1
() = w3 1<)
keU
Soit
A 1
Fy(t) = Tzdkl(ykﬁt)
N jcs

son estimateur en situation de réponse compléte et

, 1 .
Fi(t) = I S dil(ye <t)+ Y dil(yp <)
keS, kESm

L
son estimateur imputé. R
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Imputation déterministe

L'utilisation d’une imputation par la régression déterministe conduit
a |'estimateur

~

1 .
Fi(t) = b > dkl(ye <)+ Y dil(x) B, <t)
k€S, k€ESm

Cependant, cet estimateur est mpq biaisé. Pour résoudre ce pro-
bléme, Chambers et Dunstan (1986) ont proposé un estimateur cor-
rigé du biais a posteriori.

Une autre solution consiste a utiliser une méthode d’imputation aléa-
toire.
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Imputation aléatoire

L'imputation par la régression aléatoire est obtenue en prenant
* T 5 ~ *
Yp = X Br + 0/ V€L,

i.e. en rajoutant a la prédiction de y; un terme aléatoire.

Les résidus €; sont tirés au hasard et avec remise, avec des proba-
bilités proportionnelles aux poids d’imputation wy, parmi les résidus
observés sur les répondants.

On montre que |'estimateur imputé fyl est approximativement mpql
non biaisé.
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Imputation aléatoire

Sous de faibles hypothéses, Chauvet, Deville et Haziza (2011) montrent
que dans le cas d'une imputation par la régression aléatoire, la fonc-
tion de répartition imputée est également consistante sous |'approche
IM.

En d’autres termes :

F[(t)—FN(t) —p 0.

Ce résultat s’étend au cas ou les résidus aléatoires sont sélectionnés
de fagon équilibrée (Deville et Tillé, 2004).
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Approche NM

La encore, pour se prémunir contre une mauvaise spécification du
modéle d’imputation, il est intéressant de disposer d’'un mécanisme
d’imputation qui conduise & une estimation non biaisée sous |'ap-
proche NM.

Nous nous restreignons ici au cas du hot-deck aléatoire : une valeur
manquante yy est remplacée en sélectionnant au hasard et avec re-
mise un donneur y; € S,, avec des probabilités proportionnelles aux
poids d'imputation w;.
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Résultat obtenu

=

On suppose que les poids d'imputation sont donnés par wy = dj. pf’“.

Théoréme (BCH, 2012)

Le hot-deck aléatoire donne une estimation consistante de la
fonction de répartition sous I'approche NM, i.e.

N

F](t)—FN(t> —p 0.
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Cadre

Population de taille N = 10 000, générée selon le modéle
yr = 10+ 21 + 22 + 75,

ou les xy;, xo; sont générés selon une loi gamma et les n; selon une
loi normale centrée. On utilise R = 0.70.

Echantillon S de taille n = 500 sélectionné par sondage aléatoire
simple. La non-réponse est générée selon un mécanisme poissonien,
avec

exp(—1+1.6 z1; + 1.6 x2;)
1+exp(—1+1.6 z1; + 1.6 z9;)

Pr(r; = 1|z, x2) =

Probabilité de réponse moyenne de 0.60.
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Imputation par la régression aléatoire

On réalise B = 1000 simulations. On s'intéresse a |'estimation de
Fn(ta), avec a = 0.05, 0.25, 0.50, 0.75, 0.95.

Pour illustrer les risques d'une mauvaise spécification du modéle d'im-
putation, on examine les performances de I'imputation par la régres-
sion aléatoire non pondérée :

@ avec le modéle correct : x = (1, 21, z2),

@ avec un modéle incomplet : x = (1, z1).
On calcule le biais relatif (RB), et le MSE relatif

RMSE{F;(t)} = '\W x 100.
N

(@&
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Résultats obtenus

o
005 025 050 075 0.95
x = (1,z1,22) | REGI | RB 09 08 01 -01 00

RMSE | 23.9 9.3 50 27 11

Table — Biais relatif et erreur quadratique moyenne de Monte Carlo (en
pourcentage) pour la fonction de répartition imputée par la régression
aléatoire
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Résultats obtenus

0.05 025 050 0.75 0.95

x = (1,21) REGI | RB | -18.8 -129 -85 -46 -1.0
RMSE | 294 160 102 56 1.7

Table — Biais relatif et erreur quadratique moyenne de Monte Carlo (en
pourcentage) pour la fonction de répartition imputée par la régression
aléatoire
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Imputation par hot-deck

On raisonne maintenant sous |'approche NM. On modélise le méca-
nisme de non-réponse de facon :
@ correcte : x = (1,21, x2) = p1,
@ incompléte : x = (1,21) = pa.
On examine les performances de I'imputation par hot-deck :
@ non-pondéré : wi =1,
@ pondéré avec les bonnes probabilités de réponse :
1—p1
p1 !
@ pondéré avec les mauvaises probabilités de réponse :

wk:dk

1—7%
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Résultats obtenus

o
0.0 025 050 0.75 0.95
RHDI RB -29.3 -22.7 -162 -96 -24

RMSE | 37.7 247 174 104 3.0

Table — Biais relatif et erreur quadratique moyenne de Monte Carlo (en
pourcentage) pour trois méthodes de hot-deck aléatoire
L
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Résultats obtenus

o
0.0 025 050 0.75 0.95

RHDI-P1 | RB 0.6 0.2 01 -02 0.0
RMSE | 342 11.7 6.0 31 1.2

Table — Biais relatif et erreur quadratique moyenne de Monte Carlo (en
pourcentage) pour trois méthodes de hot-deck aléatoire
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Résultats obtenus

0.0 025 050 0.75 0.95

RHDI-P2 | RB -174 -131 -9.0 -50 -1.1
RMSE | 33.0 167 11.0 6.1 1.8

Table — Biais relatif et erreur quadratique moyenne de Monte Carlo (en
pourcentage) pour trois méthodes de hot-deck aléatoire
L
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