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Introduction

On rencontre des problemes de données manquantes dans les enquétes quand cer-
taines des unités refusent de répondre, ou quand il est impossible de les contacter. Dans
le contexte des Essais Cliniques, on peut également obtenir des données manquantes pour
les sujets qui abandonnent ou sont perdus de vue pendant le traitement. Les estima-
teurs non ajustés pour la non-réponse peuvent étre fortement biaisés si les répondants
different des non-répondants au regard des variables étudiées. Il est donc souhaitable de
développer des procédures d’estimation conduisant a des biais aussi faibles que possible.
Les procédures d’estimation doublement robustes ont été largement étudiées dans le cadre
de la Statistique classique, voir par exemple [10], [12], [13], [I4], [15], [7], [2]. Dans le cadre
d’un sondage en population finie, I’estimation doublement robuste a été étudiée par [9],
18] et [6].

Nous nous intéressons ici au cas ou une méthode d’imputation simple est utilisée pour
remplacer une valeur manquante par une valeur artificielle. L’objectif principal de I'impu-
tation est de réduire le biais d’estimation, ce qui nécessite de disposer de variables auxi-
liaires bien explicatives et disponibles pour toutes les unités de 1’échantillon. Les méthodes
d’imputation simples sont souvent utilisées dans les agences de Statistique pour le trai-
tement de la non-réponse partielle. Afin d’étudier les propriétés des estimateurs, nous
considérons deux approches : (i) 'approche par le modele de non-réponse (NM), et (ii)
I'approche par le modele d’imputation (IM) qui nécessite la spécification d’un modele
décrivant la distribution de la variable étudiée. Un estimateur est dit doublement robuste
s’il reste asymptotiquement sans biais et consistant quand 1'un des deux modeles spécifiés
(NM ou IM) est correct. Les procédures doublement robustes offrent, dans une certaine
mesure, une protection contre une mauvaise spécification de I'un des deux modeles. Ce-
pendant, la littérature mentionnée ci-dessus traite seulement le cas ot ’on estime la valeur
moyenne de la variable d’intérét. A notre connaissance, le cas d’un estimateur doublement
robuste de la fonction de répartition est peu (ou pas) abordé dans la littérature.



Dans ce travail, nous considérons le cas d’un mécanisme d’imputation des valeurs man-
quantes par la régression aléatoire pondérée (motivé par le modele IM). Plus précisément,
pour chaque non-répondant, un résidu observé pour un répondant est sélectionné au
hasard avec une probabilité proportionnelle a un poids d’imputation, et utilisé dans 1'im-
putation de la valeur manquante. Nous étudions les propriétés de double robustesse de la
fonction de répartition estimée, en fonction des poids d’imputation utilisés. Les propriétés
de la fonction de répartition estimée sont évaluées théoriquement, et a I’aide d’une étude
par simulations.

1 Notations

On considere une population finie U de taille N. Nous nous intéressons a l’estimation
de la fonction de répartition Fy,(t) = N~'Y, ,1(y; < t), ot y désigne une variable
d’intérét et 1(.) désigne la fonction indicatrice usuelle. Un échantillon s, de taille n, est
sélectionné selon un plan de sondage p(-). Soit d; = 1/m;, le poids de sondage de I'unité
i, ou m; désigne la probabilité d’inclusion d’ordre 1 dans 1’échantillon. En I’absence de
non-réponse, un estimateur basé sur les données completes est donné par I'estimateur par
expansion

Fny(t) = ) dil(y; <), (1)
1€Ss
- ~1
avec dz = (ZjES d]> dl
Quand certaines des valeurs de la variable d’intérét y sont manquantes, un estimateur
de Fix,(t) est donné par l'estimateur imputé

Fry(t) = Y dmil(y; <t)+ > di(1—r)l(y; < 1), (2)
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avec y; la valeur imputée pour remplacer une valeur manquante y;, et r; 'indicatrice de
réponse pour l'unité ¢ qui vaut 1 si y; est observée et 0 si y; est manquante. On note
également s, et s, les sous-échantillons de répondants et de non-répondants, respective-
ment.

Nous supposons qu'un vecteur de variables auxiliaires x est disponible pour toutes les
unités échantillonnées (répondantes ou non). Nous postulons le modele suivant pour la
distribution conditionnelle de y; sachant x; :

m ey =m(xs; By) + o\/viei, (3)

ot m (x;, 3) désigne une fonction de 3 continument différentiable, o2 est un parametre in-
connu et v; est une constante connue. Les résidus ¢; sont des variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées de moyenne 0 et de variance 1. Le modele est appelé le
modele d’imputation. Dans ce qui suit, nous considérons le modele de régression linéaire
avec m(x; B) = x, B.

En utilisant 1’équation , il peut étre tentant d’estimer Fly ,(¢) par

F],y(t) = Zdiril(yi <t)+ ZJz(l — Ti)l{m(xiué) < t}, (4)
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ou B désigne un estimateur consistant du vrai parametre B,. Souvent, un estimateur
consistant 3 est obtenu en résolvant

> diri{yi—m(x;;8)} h(x;;8) = 0, (5)
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pour une fonction h(x;; 3), ce qui se justifie sous I'hypothese de données manquantes au
hasard ou Missing At Random (MAR). Cette hypothese peut s’exprimer sous la forme

E(Z/z"Xu'f’z’:l):E(?JHXi,ﬁ:O)- (6)

Notons que, sous certaines conditions de régularité, la solution B a 1’équation est
consistante pour 3, si le modele et la condition MAR @ sont vérifiés. Cependant,
I’estimateur est généralement biaisé. Pour résoudre ce probleme, [3] ont proposé un
estimateur corrigé du biais.

Une autre approche pour estimer Fy,,(t) consiste a utiliser une méthode d’imputation
aléatoire. Une valeur manquante y; est remplacée par

vi = x| B, +5y/ue pouri € sy, )

ou ¢ est un estimateur de o et

—1
B, = [wa;ln-Xz‘X? ] > w iy, (8)

€8 1€S

avec w; un poids d’'imputation attaché a I'unité 7. Bien qu’elles puissent étre générées selon
une distribution paramétrique donnée, il est naturel de sélectionner les quantités €; au ha-
sard parmi les résidus observés sur les répondants. Plus précisément, les résidus aléatoires
€/ sont sélectionnés indépendamment et avec remise dans l'ensemble E, = {é;;j € s,},
des résidus standardisés observés sur les unités répondantes, avec des probabilités

pr(e =¢) = wj, (9)
ou
wj = (Zwm) Wi,
les
éj = ej ér,
avec

ér = E @jrjej.
JEs
/2

o 1
Nous supposons qu’il existe un vecteur p de constantes connues, tel que v;’~ = u'x;,

de sorte que €, = 0.



2 Estimation doublement robuste

Dans cet article, les propriétés des estimateurs sont étudiées sous deux approches
distinctes : (i) approche par le modele de non-réponse (NM) et (ii) 'approche par le
modele d'imputation (IM). Ces deux approches sont décrites ci-dessous :

(i) 'approche NM : nous faisons des hypotheses explicites (appelées le modele de non-
réponse) sur le mécanisme (inconnu) de non-réponse. L'inférence est réalisée par rapport
a la distribution de probabilité induite par le plan de sondage et le modele (postulé) de
non-réponse. Nous supposons que les unités échantillonnées répondent indépendamment
les unes des autres. Nous supposons également que la probabilité de réponse a la variable
y, notée p; = Pr(r; = 1), suit le modele de régression logistique

exp (7%,
T+ oxp (6057

pi = pi(@y) (10)

pour un certain ¢, et que la variable constante est incluse dans les x;. Le modele
est appelé le modele de non-réponse. Il est important de noter que sous ’approche NM,
aucune hypothese n’est faite sur la distribution de la variable d’intérét y. En d’autres
termes, les propriétés des estimateurs sous cette approche ne dépendent pas de la validité
du modele (3).

(ii) 'approche IM : nous faisons des hypotheses explicites sur la distribution de la
variable d’intérét, sous la forme du modele d’imputation . Contrairement a 1’approche
NM, le mécanisme de réponse n’est pas explicitement spécifié, méme si nous faisons I'hy-
pothese qu'il est non-confondu ; voir par exemple [11].

Nous considérons ici une procédure d’imputation doublement robuste (sous certaines
hypotheses) pour la fonction de répartition, i.e. conduisant & une estimation consistante de
la fonction de répartition sous chacune des deux approches (NM ou IM). Nous supposons
qu’une valeur manquante y; est imputée selon I’'équation , avec un poids d’imputation
donné par w; = d;(1 — p;)/pj, voir [6]. Notons qu’en pratique, la probabilité de réponse
p; est inconnue et doit étre estimée.

Nous introduisons ici une version déterministe du modele d’imputation, qui nous sera
utile dans la suite. On note :

Yi = XZ-T By + oy \/51 E;, (11)

avec

By = {Z(l —Pi)vflxixj} > (1 =pi)v; %y, (12)

of = {Z(l —Pz‘)} > (@ =piot (v - x! By)’ . (13)
€U €U

On note également Fy p(-) et Fy p(-) la fonction de répartition associée a la variable
de résidus E;, et son estimateur par expansion, obtenues a partir de Fy,(-) et F Ny (),
respectivement, en remplacant la variable y; par la variable E;.

Les valeurs imputées y;, définies par , peuvent étre obtenues de la facon suivante.
Tout d’abord, pour chaque unité ¢ € s,,, on sélectionne indépendamment des résidus



aléatoires E; dans ensemble G, = {Ej;j € s,} des résidus exacts définis par 1} On
note j(i) le donneur sélectionné pour 1'unité i et

]ji = XiTBU—i-O'U\/U_iEAi.

Dans g; les parametres By et o sont inconnus, et sont remplacés par leurs estimateurs
~ 9

B,, 0. Le résidu exact Ej(;) est également inconnu, et remplacé par le résidu estimé €;,),
pour obtenir la valeur imputée finale y;".

3 Principaux résultats

Nous étudions maintenant les propriétés asymptotiques de la fonction de répartition
estimée sous la méthode d’imputation aléatoire étudiée. Nous supposons qu’il existe une
suite de plans de sondage et de populations finies, indexées par v, telles que la taille de
la population N, la taille d’échantillon n, et le nombre de répondants n,, tendent vers
I'infini quand v — oo. Bien que nous supprimions l'indice v pour ne pas alourdir les
notations, les limites sont comprises comme étant en v — oo.

Sous de faibles hypotheses de régularité, le théoreme 1 de [4] implique que sous 'ap-
proche IM, Fy ,(t) — Fy,(t) tend en probabilité vers 0. I suffit donc de montrer le résultat
de consistance sous 'approche NM. Nous faisons les hypotheses de régularité suivantes :

Cla: Pour touti # je U, myy —m m; <0;
Clb : max;zjey |1 — m 75 = O(n™1);
C2 : 1l existe une constante 0 < f < 1 telle que n/N — f;
C3: max N'd; =0(n');
C4 : 1l existe une constante 0 < k < 1 telle que k < p; pour tout 7 € s;
C5 : Fyg(-) est uniformément convergent, au sens ou Ve > 0 3n > 0 tel que |t — u| <
n=|Fng(t)— Fyeu)| <e

C6 : Les composantes du vecteur de variables auxiliaires x; ainsi que le nombre K de
variables auxiliaires sont bornés.

~

C7: B, —p By, o —p désigne la convergence en probabilité ;

Les conditions Cla, C1b, C2 et C3 sont des hypotheses de régularité standard, voir par
exemple Breidt et Opsomer (2000). La condition C3 garantit qu’aucun poids extréme ne
domine les autres. La condition C4 assure que les probabilités de réponses admettent une
borne inférieure strictement positive. La condition C7 assure que B, est un estimateur
convergent de By .

Avant de démontrer le résultat principal, nous avons besoin de lemmes intermédiaires.

Lemme 1. Supposons que la condition Cla ou C1b est vérifiée, et que les conditions
C2-C7 sont vérifiées. Soit

T, = ) dil-r){ly <) -G <} (14)

€S
Alors Ty tend en probabilité vers 0.

Démonstration. Donnée en annexe bl ]



Dans ce qui suit, nous nous restreignons au cas du hot-deck aléatoire, pour lequel une
valeur manquante y; est remplacée en sélectionnant au hasard et avec remise un donneur
J € s, et en remplagant la valeur manquante par y;. Le hot-deck est un cas particulier
de la méthode d’imputation étudiée, obtenu en prenant x;, = x; = 1, et v; = 1. Plus
précisément, les valeurs imputées sont données par

Y, = Y(j) POUr i € Sy, (15)

ou y(; désigne une valeur tirée au hasard et avec remise dans I’ensemble des valeurs y;
observées sur les unités répondantes, avec des probabilités

pry; =y;) = @ (16)

Les résultats obtenus ci-dessous s’étendent facilement au cas du hot-deck dans des classes
d’imputation (voir par exemple [5]).

Lemme 2. Supposons que la condition Cla ou C1b est vérifice, et que les conditions
C2-C7 sont vérifiées. Soit

o= ZCii(l—Ti){l@z‘ <t)— 1y <t)}. (17)
1€8
Alors dans le cas du hot-deck aléatoire, T} tend en probabilité vers 0.
Démonstration. Donnée en annexe [Bl O

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat principal.

Théoreme 1. Supposons que la condition Cla ou C1b est vérifiée, et que les conditions
C2-C7 sont vérifices. Alors le hot-deck aléatoire donne une estimation consistante de la
fonction de répartition sous l’approche NM, i.e. Fy,(t) — Fy,(t) tend en probabilité vers
0.

Démonstration. Notons tout d’abord que l'erreur totale de F. 7.4(t) peut s’écrire sous la
forme

Fry(t) = Fa(t) = {Fry0) = Puy(®) } + {Fwy(t) = Fvy(0)}

Sous des conditions standard de régularité (voir par exemple Isaki et Fuller, 1981), nous
avons Fly,(t) — Fy,(t) = O,(n/2). 1l suffit donc de montrer que Fy,(t) — Fy,(t) —p 0.
Le terme d’erreur peut se décomposer sous la forme

Er,(t) = Fyy(t) =Ty + To. (18)
Le résultat s’obtient donc par application des lemmes [I] et [2| ]

4 Etude par simulations

Nous avons réalisé une petite étude par simulations afin de tester les performances
de différentes méthodes d’imputation, en termes de biais relatif et d’efficacité relative.
Nous avons tout d’abord généré une population finie de taille N = 10,000, contenant
une variable d’intérét y et deux variables auxiliaires x; et zo. Les variables auxiliaires



ont été générées selon une distribution Gamma de parametres d’échelle 2 et de parametre
d’intensité 5. Sachant les valeurs de x; et de x5, les valeurs de y ont été générées selon le
modele

Yi = Po + B1 i + P2 T2 + ;- (19)

Les parametres 3y, 5 et B2 ont été fixés a 10, 1 et 1, respectivement. Les 7; ont été générés
selon une distribution normale de moyenne 0 et de variance o2, dont la valeur a été choisie
pour obtenir un coefficient de détermination (R?) approximativement égal & 0.7.

Nous nous intéressons a l'estimation de la fonction de répartition Fi ,(t) pour t = t,,
avec t, le a®™¢ quantile. Nous avons considéré o = 0.05,0.25,0.50,0.75 et 0.95 dans la
simulation. Dans la population, nous sélectionnons 1,000 échantillons de taille n = 500
par sondage aléatoire simple sans remise. Puis, dans chaque échantillon sélectionné, la
non-réponse est générée selon le mécanisme de réponse suivant :

exp (—1 4 1.6 zy; + 1.6 ;)
I4+exp(—=141.6 z1; + 1.6 z9)

P?”(T‘Z' == 1|$1i,2721') == (20)
La probabilité de réponse moyenne est approximativement égale a 0.6. Dans chaque sous-
ensemble de répondants, les probabilités de réponse sont estimées a l'aide d’une régression
logistique. En utilisant les covariables x; = (1, z1;, x2;), cela conduit aux probabilités de
réponse estimées py;. Afin d’évaluer (dans une certaine mesure) les performances des
méthodes d’imputation quand le modele de réponse est mal spécifié, nous avons utilisé
une seconde modélisation des probabilités de réponse utilisant les covariables x; = (1, xy;)
uniquement. Cela conduit aux probabilités de réponse estimées po;.

Les valeurs manquantes ont tout d’abord été imputées en utilisant une imputation par
la régression aléatoire, avec un modele d’imputation correctement spécifié. Plus précisément,
les valeurs ont été imputées selon le mécanisme d’imputation (7)) avec x; = (1, xy;, T9;)
et v; = 1. Le choix w; = 1 conduit a une imputation par la régression aléatoire non
pondérée (REGI). Le choix w; = d;(1 —p1;)p;;" conduit & une imputation par la régression
aléatoire pondérée avec modélisation correcte de la non-réponse (REGI-P1). Le choix
w;i = di(1 — Pgi)Py; conduit & une imputation par la régression aléatoire pondérée avec
modélisation incorrecte de la non-réponse (REGI-P2). Afin d’évaluer les performances
des méthodes d’'imputation par la régression aléatoire quand le modele d’imputation est
spécifié, nous avons également mis en oeuvre ces trois méthodes avec x; = (1, ;) dans
le mécanisme d’imputation . Les valeurs manquantes ont également été imputées par
hot-deck selon le mécanisme d’imputation . Le choix w; = 1 conduit a une imputation
par la hot-deck non pondéré (RHDI). Le choix w; = d;(1 — py;)py; conduit & une impu-
tation par hot-deck avec modélisation correcte de la non-réponse (RHDI-P1). Le choix
wi = di(1 — ]311-)}51_1-1 conduit a une imputation par hot-deck avec modélisation incorrecte
de la non-réponse (REGI-P2).

Pour chacune de ces 9 méthodes d’imputation, nous avons calculé I'estimateur imputé
de Fy,(t), Fy,(t), donné par . Comme mesure du biais de Fy,(t), nous avons utilisé
le biais relatif (en pourcentage) de Monte Carlo

RB{F},(1)} = BuelF f;(t)z)_ Exalt) g0, (21)

avec Eyio{Fr,(t)} = 310 FI(Ty) ()/1000, ou FI(L) () désigne Pestimateur F () sur le 7o
échantillon, r =1, ... ,1000. Comme mesure de variabilité de F 7.4(t), nous avons utilisé
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lerreur quadratique moyenne relative (en pourcentage) de Monte Carlo

: MSE{Fy,(t)}
RMSE{F,(t)} = x 100, (22)
FN,y@)
avec
) 1 1000
MSE{E1(t)} = 155 2_1F1y (1) = Fay (D} (23)
r=1
«
0.05 0.25 0.50 0.75 0.95
x = (1,z1,22) | REGI RB 093 082 0.10 -0.11 -0.01
RMSE | 23.89 9.31 5.03 271 1.06
REGI-P1 | RB 1.00 0.59 0.02 -0.14 0.01
RMSE | 25.37  9.17 492 273 1.05
REGI-P2 | RB 0.24 0.83 0.18 -0.09 0.01
RMSE | 23.90 9.34 487 264 1.06
x = (lL.z1) REGI RB -18.84 -12.90 -8.53 -4.56 -1.04
RMSE | 29.42 1597 10.22 5,58 1.71
REGI-P1 | RB 0.52 0.40 0.10 -0.10 -0.01
RMSE | 27.45  9.82 528 284 1.10
REGI-P2 | RB -19.15 -13.06 -8.86 -4.83 -1.08
RMSE | 30.36 16.36 10.57 5.86 1.73
RHDI RB -29.25 -22.71 -16.22 -9.65 -2.44
RMSE | 37.71 2473 17.41 1042 3.04
RHDI-P1 | RB 0.59 0.19 0.07 -0.16 -0.02
RMSE | 34.15 11.73 599  3.08 1.19
RHDI-P2 | RB -17.41 -13.06 -9.03 -4.98 -1.07
RMSE | 3295 16.68 1097 6.14 1.83

TAB. 1: Biais relatif et erreur quadratique moyenne de Monte Carlo (en pourcentage)
pour la fonction de répartition imputée

Les résultats obtenus sont donnés dans le tableau [I] Il est clair que lorsque le modele
d’imputation est correctement spécifié, 'imputation par la régression aléatoire conduit a
une estimation non biaisée des parametres, quels que soient les poids d’imputation utilisés.
Lorsque le modele d’imputation est mal spécifié, I'imputation par la régression aléatoire
non pondérée (REGI) ou pondérée en se basant sur un modele de non-réponse mal spécifié
(REGI-P2) conduit a un biais important pour 'estimation des parametres. En revanche,
I'imputation par la régression aléatoire pondérée en se basant sur un modele de non-
réponse bien spécifié (REGI-P1) conduit a des estimateurs non biaisés. Les conclusions
sont similaires pour I'imputation par hot-deck aléatoire.

5 Conclusion et travail futur

Dans cet article, nous montrons que l'imputation par le hot-deck aléatoire pondéré
en se basant sur un modele de non-réponse conduit a une estimation consistante de la

8



fonction de répartition. Dans le cas général d’une imputation par la régression aléatoire,
on peut se demander s’il est possible de choisir des poids d’imputation conduisant au
méme résultat de consistance. Ce probleme est actuellement a 1’étude.

Le résultat obtenu est une convergence ponctuelle de la fonction de répartition. En

pratique, on s’intéresse souvent a des quantiles, et obtenir une estimation consistante de
ces parametres nécessite un résultat de convergence uniforme. Ce probleme est également
a I’étude.
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Annexe A

Démonstration du lemme [1]

Notons £, et V), 'espérance et la variance sous le plan de sondage ; E, et V, '’espérance
et la variance sous le mécanisme de réponse; E; et Vi I'espérance et la variance sous le
mécanisme d’imputation. Pour montrer que T, —p 0, il est équivalent de montrer que

=N~ Zd —r){ly; <t)—1Uy; <t)} —p O.
ZES
Nous avons

Ef|T) < N7 di(l—ri) ) @y [1(E; < tiy) — UE; <t)| =T,
1€ES JEs
_1/2(t—XZTBU) et tyy; =ti+oy, (1}1-_1/2)9T — o Px > (By —B,). Soit n > 0,

NI |
out; =oy v i j

a spécifier ultérieurement, et
Ay =ANAINA)

avec A} = {|B, = Bu| < n}, 42 = (N7 |icywyms — w1 —py)| < n} and 43 =

C1-C4 et C7, nous avons

{sup;cr ‘FN(t) - FN(t)‘ < n}. Soit B, le complémentaire de A,. Sous les hypotheses

E,, (Tz 1(Bn)) 0. (24)

D’un autre coté, sous I'évenement A,, I'hypothese C'6 implique qu’il existe une constante
M, telle que pour tout (7, ) nous ayions |t;,;; —t;| < Mn. Apres un peu de calcul, cela
conduit a

Ep(Ty 1(Ay)) < [Z(l —pj)) =N 77] > [Fnp(t + Min) = Fyg(t: — Myn)]
jeu €U
1 1

1_77_/“\[ [FNE(t + Min) — Fyp(ti — Min)],

ol la derniere ligne est une conséquence de C'4. Pour tout € > 0, I’hypothese C5 implique
qu’il existe n > 0 tel que pour tout : € U

[Fne(ti + Min) — Fyp(ti — Min)] <€

En conséquence, nous obtenons
E,, (T2 1(An)> - 0. (25)

Avec I'équation ([24)), cela implique que Ty —p 0.

Annexe B

Démonstration du lemme 2

Pour montrer que 77 —p 0, il est équivalent de montrer que

=N di(1—r) {1 <) = Ly <)} —p 0.

€S
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Nous avons

B (1) = N7 dilt—r) > dm {1y <0 — 1w < 1)

1€S8 Jj€Es
= U + Uy,
avec
-1
Uy = N7 (de(l—pk)> Yodil =) Y wiry {1y <) = Uy < )},
kes €S JjEs
Uy = 2XZd 1—7r) Zwﬂ"]{l <t)—1(y; <t)},
i€s jEs
et

¥ - < N N >
Zkes WkT'k ZkES dk(l - pk) .
Nous montrons tout d’abord que
Epr(Ti) — 0. (26)
Apres un peu de calcul, nous obtenons que
E,(Uy) = 0. (27)

En utilisant des arguments similaires a ceux employés dans la démonstration précédente
pour le terme 75, on montre que

Ep(IUs]) — 0. (28)

L’équation (26| . découle des équations (27)) et .

Nous montrons maintenant que
Vot (T1) = 0. (29)

On a Vyur(Ty) = EpVi(Th) + Vou Er(T}). Nous nous intéressons tout d’abord au premier
terme.

Vi(Ty) = N2 de(l —7y) Z@jrj {1(yj <t)— Z@krkl(yk < t)}

i€s JjEs keEs

< N7 dil

ics
Les hypothéses C2, C3 et C'4 impliquent que V;(T}) = O(n™1), d’out
quVI(Tl) — 0. (30)
Nous considérons maintenant le terme
V;)qu(ﬁ) = V(U + Us)
= Vig(Ur) + Vpe(Uz) + Covpy(Uy, Us).
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En utilisant , nous avons V,,(Uy) = E,V,(U,), et apres un peu de calcul nous obtenons
que V,(Uy) = O(n™ 1Y), d'ott V,,(Uy) — 0. D’autre part, V,,(Uz) < E,,(U3), et en utilisant
des arguments similaires a ceux employés dans la démonstration précédente pour le terme
Ty, on montre que E,,(U2) — 0, d’ott V,,(Us) — 0. Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on
obtient Cov,,(Uy, Us) — 0. On en déduit que

Voo Er(T)) — 0. (31)

L’équation découle des équations et , et le résultat souhaité découle de
I'inégalité de Bienaymé-Tchebyshev.
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