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1 Reésumé.

L'objet de ce papier est de fournir un cadre théorique et des méthodes de résolution d’'un probléme
d’échantillonnage qui intervient dés lors qu’on a construit un 1*" échantillon d’enquéte a une certaine
date et que, postérieurement, on souhaite tirer un 2" échantillon de caractéristiques fixées (taille,
probabilités d’inclusion, conditions d’équilibrage) et présentant des conditions d’articulation avec le 1°'
(en un sens précisé ci-dessous), mais sans pouvoir agir sur le tirage déja effectué du 1°" échantillon.

A lorigine de ce probléeme repose la problématique des enquétes PISA® : différentes vagues
d’enquéte portent sur une méme matiére dominante (exemple : mathématiques en 2003 et 2012).
Pour faire des comparaisons pertinentes entre les deux périodes, il est préférable d'assurer un
recouvrement entre les échantillons d'écoles aux deux dates. Mais il est aussi important d’avoir la
meilleure « représentativité» de I'échantillon 2012 par rapport aux caractéristiques actuelles de
l'univers, ce que I'on traduira par des conditions d’équilibrage.

Plus généralement, les cas les plus usuels relevant de cette approche sont : les échantillons en deux
phases (2°™ échantillon inclus dans le 1%), les échantillons avec disjonction lors des tirages
successifs (2°™ échantillon disjoint du 1*), les échantillons avec recouvrement de I'un par rapport a
l'autre, les échantillons ol I'on impose des conditions de « représentativité » lorsqu’on travaille soit sur

la réunion des deux, soit sur le second seulement...

Le cadre proposé de réflexion et de résolution peut s’appliquer a tous les cas ou les unités sont tirées
a probabilités inégales (souvent conditionnées par un facteur de taille) : enquétes entreprises, tirage
d’'unités primaires géographiques dans une enquéte ménages, tirage d'établissements scolaires pour
les enquétes d’évaluation des éléves...

L'approche théorique repose sur la notion d’échantillonnages séquentiels conditionnels et sur la
technique des échantillons équilibrés . On montrera dans ce papier que I'ensemble des contraintes
astreintes au 2°™ échantillon sont en général incompatibles, ce qui conduira & rechercher des
solutions approchées , obtenues en relachant la contrainte relative aux probabilités d'inclusion
finales du 2°™ échantillon. Ces solutions approchées posent des problémes de calcul explicite des
solutions (en général seulement possible de maniére numérique) et de propriétés statistiques des
estimateurs en dérivant.
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Une mise en ceuvre de ces méthodes a été ensuite expérimentée a partir des bases d'établissements
scolaires frangaises. L'objectif est de simuler le tirage d'un échantillon dans la base 2009 avec des
conditions de recouvrement par rapport a un échantillon tiré dans la base 2000 et des conditions
d’équilibrage par rapport a I'environnement de 2009. Pour simplifier, les bases ont été apurées de
facon que les univers qu’elles représentent soient rigoureusement identiques (les établissements
nouveaux ou disparus sont mis hors base ; en revanche, un méme établissement peut avoir des
caractéristiques différentes entre les deux années de référence, voire appartenir a des strates
différentes).

Dans un premier temps, on simule des tirages d’échantillons qui représenteront I'échantillon tiré en
2000. Pour chacun de ces échantillons, on calcule les probabilités approchées d'inclusion de
I'échantillon 2009 rendant le probléme soluble. On étudie empiriquement les propriétés de ces
nouvelles probabilités et, notamment, leur écart par rapport aux valeurs des probabilités de référence
gue I'on souhaitait imposer a priori a ce 2" échantillon.

Des variantes seront étudiées, selon les modalités de tirage du 1% échantillon (avec ou sans
équilibrage), selon le type de distance utilisée pour définir la proximité entre les probabilités d’inclusion
de référence du 2™ échantillon et les probabilités approchées et, enfin, selon les valeurs du taux de
recouvrement entre le 1% et le 2™ échantillon.

Dans un second temps, pour chaque tirage du 1% échantillon, on simulera des tirages du 2"
échantillon avec des probabilités conditionnelles de tirages adaptées en fonction du calcul des
nouvelles probabilités finales. Des estimateurs d’'un certain nombre de totaux de variables d'intérét
seront calculés en utilisant ces nouvelles probabilités d’inclusion. On étudiera empiriquement le biais
et la précision de ces estimateurs, en comparant leurs résultats aux vraies valeurs connues dans la
base de sondage.
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2 Introduction.

L'objet de ce papier est de fournir un cadre théorique et des méthodes de résolution d’'un probleme
d’échantillonnage qui intervient dés lors qu’on a construit un 1*" échantillon d’enquéte a une certaine
date et que, postérieurement, on souhaite tirer un 2" échantillon présentant des conditions
d’articulation avec le 1*" (en un sens qui sera précisé dans le corps du papier), mais sans pouvoir agir
sur le tirage déja effectué du 1°" échantillon.

Les cas les plus usuels relevant de cette approche sont: les échantillons en deux phases, les
échantillons avec disjonction lors des tirages successifs, les échantillons avec recouvrement de l'un
par rapport a I'autre, les échantillons ou I'on impose des conditions de « représentativité » lorsqu’on
travaille soit sur la réunion des deux, soit sur le second seulement, mais avec I'une des contraintes
citées précédemment.

Ce probléme prend tout son intérét lorsque les unités sont tirées a probabilités inégales. De ce fait, le
cadre proposé de réflexion et de résolution peut s'appliquer aux enquétes entreprises, au tirage
d'unités primaires géographiques dans une enquéte ménages ou entreprises, au tirage
d'établissements scolaires comme c'est le cas pour I'enquéte PISA, toutes enquétes dont les unités
statistiques ont en général un facteur de taille qui conditionne leurs probabilités de tirage.

On verra que les outils principaux de cette approche sont d’'une part la notion d’échantillonnages
séquentiels conditionnels , d'autre part la technique des échantillons équilibrés . C'est d’ailleurs
lorsque I'on cherche a imposer des conditions d’équilibrage ou lorsque les contraintes peuvent se
traduire en termes d’'équilibrage que le probleme devient compliqué. On verra de surcroit que seules
des solutions approchées peuvent étre obtenues , non seulement en termes statistiques mais
aussi en termes de calcul explicite des solutions, seulement possible de maniére numérique.

3 Cadre général et notations.

Univers = population de référence = base de sondage : U .

Individus (unités statistiques) : notés i .

La taille de I'univers (nombre d’individus) est notée N .

Variables d’intérét (non aléatoires ) définies sur chaque individu i, notées génériquement Y, , de total

T(Y) dans l'univers.
Un premier échantillon S; (sans remise ) a été tiré dans U , caractérisé par :

- sataille (éventuellement aléatoire) : n; =n(S;)

- des probabilités d’inclusion des individus : P {i [J §;} = 77[‘L U [o, 1]t

Ces probabilités sont définies ex-ante, avant tout tirage, pour chacun des individus i .

Si I'échantillon est de taille fixe N;, on a la relation : Zﬂ,l =n.
iou

Le cas ou: 77,1 = 0 peut correspondre a une restriction du champ de I'enquéte (on tire
I’échantillon seulement dans la partie de I'univers ou : 77,1 > 0).

Les unités pour lesquelles : 77|"L = 1 sont retenues d'office, elles forment une partie de l'univers
baptisée strate exhaustive. Il s’agit en général de « grosses » unités.
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d’éventuelles conditions d'équilibrage sur des variables notées génériquement X,
. . C oo X
éventuellement vectorielles, qui s’écrivent : Z — =T(X)|.

GER3

L’équilibrage permet d'obtenir un échantillon « représentatif » vis-a-vis des variables X, c'est-
a-dire réalisant un modeéle réduit de I'univers, conforme a celui-ci relativement aux totaux de
ces variables : I'estimation de ces totaux a partir de I'échantillo n fournit une valeur
numeérique égale aux vraies valeurs des totaux dans l'univers .

On se restreint ici a des estimateurs a coefficient s fixes, non aléatoires (estimateur de
HORVITZ-THOMSON).

Dans I'équation d’équilibrage, le terme de droite représente a la fois :

= lasomme Y X;

iou

X.
» lespérance E Z—'
el

Exemples :

= ['équilibrage sur 77,1 équivaut a imposer un échantillonnage de taille fixe.
= J'équilibrage sur la constante 1 équivaut a imposer la condition naturelle :

lsomme des poids de sondage = taille de I'univers|.

= avec des probabilités proportionnelles a une variable de taille T;, on a naturellement
un équilibrage vis-a-vis du total de cette variable.
= [l'équilibrage sur 77|‘1L Iy, équivaut a imposer une stratification avec une taille

d’échantillon fixée dans une sous-population U ,.
= 'équilibrage est linéaire : s'il y a équilibrage sur X, , il y a alors équilibrage sur A X; .
S'il'y a équilibrage a la fois sur X; etsur Y;, il y a alors équilibrage sur X; +Y; .
Pour que I'équilibrage soit efficace, les variables d’équilibrage doivent étre corrélées aux
variables d’intérét observées dans les enquétes. Elles peuvent étre qualitatives, I'équilibrage

équivalant alors a une stratification, ou quantitatives (age, revenu, chiffre d’affaires, nombre de
salariés ou d’'éléves dans un établissement ...).
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Equilibrage par rapport a une moyenne

T(X

1 _
L’équation Z =T(X) peut aussi s’écrire : — Z — =——= = X_. Elle exprime alors

i0s 771 |IZI§ 771 N

gue I'estimateur de HORVITZ-THOMSON de la moyenne de X prend exactement la valeur
de la vraie moyenne X dans l'univers.

I:I
O
alaits

On peut aussi utiliser I'estimateur de HAJEK : . Dans ce cas, cet estimateur prendra

DZ

nl
X
2 T
une valeur égale a la vraie moyenne X dés lors que: oS 1' , conditions
—=N
%

exprimant I'équilibrage a la fois sur le total de X et sur celui de la constante 1 (cf.
interprétation, supra).

4 Problématique.

L'échantillon S, a été tiré une fois pour toutes dans le passé et ses caractéristiques ne peuvent plus
étre modifiées. On dispose d'une realisation de cet échantillon, soit S; .

On cherche alors a réaliser le tirage d’un second échantillon, S,. Si ce second échantillon ne

présente aucune articulation d’aucune sorte avec le 1, le plus simple est alors de le tirer de maniére
indépendante du 1°. Ce cas est sans intérét vis-a-vis de la problématique que I'on va développer.

Si, au contraire, le 2™ échantillon présente une articulation par rapport au 1%, quelle qu'elle soit
(conditions de recouvrement, de disjonction, utilisation conjointe des deux échantillons, equmbrage
global ...), alors le tirage du 2" ¢ échantillon doit tenir Compte des résultats du tirage du 1°'. Dans ces
cas pIus complexes que l'on va étudier ici, ce 2 tirage doit donc se comprendre comme
conditionnel au 1 * tirage (c’est-a-dire conditionnel & la réalisation de celui-ci).

Plus concretement, les circonstances ou la présente approche va s'appliquer correspondent a celles
ou I'une des conditions suivantes est requise :

- labase de sondage de S, dépend de §

- on cherche a mettre en ceuvre des conditions d'équilibrage impliquant simultanément S, et

S,

- on cherche a assurer un certain recouvrement par rapporta S .

Champs d'application :

- échantillon additionnel, complémentaire : échantillon de réserve, extension régionale,
augmentation de la taille d’'un échantillon tiré antérieurement
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échantillon d’actualisation, panélisation.

4.1 Notations

Le tirage du 2" échantillon conditionnellement au 1 (et sans remise ) est régi par les parametres
suivants :

I'univers dans lequel on tire peut dépendre de S : on le notera U (S)), de taile N,(S)).
U(S,) représente la base de sondage de S, .
sa taille, également potentiellement dépendante de S, : N, (S)).

des probabilités d’inclusion conditionnelle  des individus : [P {i [J S, / S}= ﬂizlﬁ I [0, 1].

Les unités pour lesquelles : ﬂizla = 1 sont retenues d'office dans S,, elles forment une

partie de l'univers baptisée strate exhaustive.

Nota : distinguer P {i 0 S,/ S}etP {i 0 S, /i OS;}, cf. infra.

Il faut noter quimposer que I'échantillon S, soit de taille fixe N,, non aléatoire , conduit &

introduire cette condition lors du tirage conditionnel du 2" échantillon par rapport au 1% et
implique que les probabilités d’'inclusion conditionnelle vérifient la relation :

”izlslznz-

iou(s)

d’éventuelles conditions d’équilibrage sur des variables notées génériquement Z;, s'écrivant
donc :

Z.
]7_2;5l :- Z Zi'(l)

0u(s)

2

i0s,

Cette condition (qui peut étre réalisée sur le plan algorithmique par la méthode du CUBE4)
correspond bien au tirage d’un échantillon S, dans un univers U(S}), ot S; est supposé

fixé. L'algorithme fonctionne indépendamment du caractére aléatoire de S;, pourvu que S

soit fixé et parfaitement déterminé au moment du tirage de S, .

4.2 Discussion sur la signification de u(s).

On peut distinguer plusieurs cas :

cas U(S)) = U : pas de restriction du champ du tirage de S, .
cas U(S))= S, : cas du tirage en deux phases.
cas U(S))= CS; : probléme de la disjonction : échantillon S, tiré dans le complémentaire

de S, coordination négative.

* Inventée et développée par Jean-Claude DEVILLE et Yves TILLE.
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- cas U (Sl) = U, : tirage dans une sous-population définie de maniére exogéne, non
aléatoire : domaine, région géographique, strate exhaustive ou non-exhaustive...
- cas U (51) = § n U,: tirage en deux phases mais seulement dans une sous-population

Us.
- cas U(S)=CS n Uy: trage d'un échantillon disjoint du 1%, mais ne couvrant qu'une

sous-population U .

- des cas plus compliqués peuvent survenir : par exemple, tirage a l'intérieur ou a I'extérieur du
sous-échantillon constitué des k plus grandes valeurs d’'une variable d'intérét observée sur

S, , ou parmi les unités (ou leur complémentaire) dont les valeurs observées de cette variable
sont supérieures (ou inférieures) a un certain seuil ... Autres exemples ?

Remarque :

On suppose implicitement ici que l'univers de référ ence U ne change pas entre les tirages des
deux échantillons . Cette hypothése peut étre infirmée si I'univers est soumis a une dynamique
temporelle, avec disparition ou apparition d’unités.

Toutefois, on peut traiter le cas des disparitions en se restreignant a une partie de l'univers (les
« vivants ») dans laquelle le 2°™ échantillon sera tiré et introduire un univers complémentaire U N .2

pour traiter le cas des nouvelles unités. Developpements specifiques a faire.

On peut relier U (Sl) et les probabilités d’inclusion conditionnelle ﬂi2/5: dire que ﬂizlﬁ = 0 signifie
que, conditionnellement a la réalisation du tirage de S, I'individu i ne peut étre tiré dans S,. Tout se

passe donc comme s'il n’était pas dans U (Sl) . On peut ainsi convenir pour simplifier que :

U(S) ={iOuU /7% >0y

Ceci ne constitue pas une définition de U (Sl) mais plutét une propriété des probabilités d’'inclusion
conditionnelle pour les unités de U(S,) :|i DU(S)) = ﬂizlsl =0|

4.3 Modalités d'utilisation de  S,.

On a en général deux optiques :

- soit on utilise S, conjointement avec S; (problématique d’échantillons complémentaires, de
réserve, d’extension sur un domaine ou un territoire géographique ...). L’échantillon d’intérét
seraalors S [ S,. Toutefois, il faut prendre garde au probléme d’éventuelles unités tirées
deux fois.

- soiton utilise S, tout seul.

Dans les deux cas, on doit tenir compte du caractére aléatoire de S; pour définir les propriétés
probabilistes, inconditionnelles, de S, U S, oude S,.

Marc CHRISTINE(Insee, DCSRI), Thierry ROCHER (DEPP) 9
JMS 2012
Document de travail, version provisoire



Tableau des principaux cas de figure possibles a étudier.

Base d S, seul Utilisation conjointe avec S :
ase de
sondage Utilisation | Conditions d’équilibrage sur S, S=§ US,.
pour S, | | de S, - |Eventuellement: S, ou § n S, | Conditions d'équilibrage sur S
de taille fixe Eventuellement: Sou §nS,
de taille fixe
S Echantillon en 2 phases Sans intérét
CS, Echantillon disjoint du 1%, Echantillon de réserve,
coordination négative complémentaire, additionnel
U Echantillon indépendant de S; hantil y _
Echantillon d’actualisation, panel Echanti opeggum\/?:r;n:rﬂtalre avec
avec conditions de recouvrement
(cas PISA), coordination positive

5 Cas d'utilisation seule de S,.

Le probléme a résoudre est le suivant : comment tirer un échantillon S, conditionnellement a S;, de
maniére que cet échantillon :

- ait des probabilités d'inclusion (inconditionnelles) fixées, notées 77;2

- satisfaisant des conditions d'équilibrage sur des variables V, _données (éventuellement

vectorielles), qui s'écriront :

V,
S =TV) =YV |
ios, 7% V) iou @

- éventuellement, de taille fixe imposée N,. Cette derniére condition impose la condition de

compatibilité Z 77|2 =n,
iou

Les seuls parameétres sur lesquels on peut jouer sont ceux du tirage conditionnel de S, .

5.1 Relations.

« m=P{i0S,}=E ;s =EE (I;ng / §)=EP{i0S,/ S} doi:

R

« P{i0S NS} =Elpgling] =EE(Iipg 1ing / S) = E [1ipsE(1ins / S
dou:P{i0S nS}=E[154 77 2]
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: s

. PHD%HDSJ:Pt%%;fﬁﬂmkPﬂD%HDSJ:EE%giJ.
. P{H]%/H]%}zpﬁggéiisﬁ.

Or:

P{i0CS NS} =E[1jng 1ins ] = EE(Iipg 1ing / S) = E [1ingE (1ing / S))]

dou :

. 21S
pumgnmng%%%il.

52 1%cas: |U(S)= S|

[pour mémoire : échantillonnage en deux phases]

5.3 2*™cas: [U(S)=CS|

On va prendre des probabilités d’inclusion conditionnelles de la forme : nizlsi =a 1;ng. L'équation

3) donne alors : 772 =&, (L-77°) . Si 'on suppose que le 1 * échantillon n'a pas fait apparaitre
| 1 |

de strate exhaustive (soit : 77[‘L # 1), on en déduit : |g; = d'ou :

4
e

4
1-7 |
0s

1

S =
! 1

77,2]71 <1, soit: ﬂ;zsl—ﬂil.

Cette valeur n’est licite que si : 77[1L #1 et

Le cas ou certaines unités ont 77,l =1 est traité plus bas.

On en déduit alors que :

P{i0S,/i0S}=0

pnmgnmgp@:i%i

Pour atteindre une condition d'équilibrage de la forme (2), on ne peut utiliser que des conditions
d’équilibrage sur le tirage conditionnel, de la forme (1), qui va s’écrire ici :
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1-7
igs, Vs iocs igu ios

Si I'on définit les variables Z; telles que : Vi = Z; (L= /%), soit: Z; = ——, Péquation ci-dessus

—nl

V, V, V,
sécrira: Yy —= Y ——= > ——.
i0s, 77.2 Gul-71 iDSll_n}l
. . Vi . .
Or on souhaite obtenir : — = ZV, . I convient donc de faire en sorte que :
igs, 77.2 iou
Z V—i— Z ZV soit : Z Z , OU encore :
Gul-711 iDSll iU |D§1—ﬂil ioul
zi“* >V
Teml-m 51- n1
Cette derniere condition s’interpréte comme un équi librage, lors du tirage du 1 ° échantillon,
virm

sur les variables ———.
1- 77"
Par suite, pour ce choix des probabilités d’inclusion conditionnelles, le 2°me

sur les variables V,; si et seulement si :

échantillon sera équilibré

V. 7t
1-71

- le 1* échantillon I'est sur les variables

- etle tirage conditionnel I'est sur les variables Z; =

1-71

On voit que ce résultat impose une contrainte d’équilibrage sur Ie 1% échantillon qui, si elle n’a pas été
prévue a l'avance, pose un probléme pour I'équilibrage du 2™. On verra plus loin (§ 5) comment y
trouver une solution approchée.

Cas particuliers :

eme

n
« Sile 1* échantillon est & probabilités égales (ﬂi‘1L = Nl ), le 27 échantillon sera équilibré sur

vari i Si u i s [ insi qu i iti
les variables V; si et seulement si le 1* échantillon ainsi que le tirage conditionnel sont
équilibrés sur les mémes variables.

 Silon veut que I'échantillon S, soit de taille fixe N5, il doit étre équilbré sur les variables 77;2

1-7

donc le 1% échantillon doit I'étre sur les variables
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On peut vérifier que cette condition est bien suffisante.

En effet, on doit vérifier que : N, = Z:ﬂ,zlsl = z , qui est la condition pour que le

igs ios 1 —77-"L
tirage conditionnel soit de taille fixe.
o
Oor: 3, ——== Z D ey
s l-m Tul-m T 771

vy & 1 7

Tul-m .Dslnl -
Mais I'équilibrage du 1% échantillon sur les variables = se traduit par la condition :

[ Wi et I'on en déduit :
T 1- nl
i i

Zlnl Z1771.%;1;7l 2,71

igs iou igu

Siles 77,2 ont été choisies de maniere a vérifier la condition : Zﬂ;z =n,, on aura bien :

idu
mo_

Conclusion :

Sous la condition de compatibilité 277,2 =n,, on ne peut, avec ce choix des probabilités
igu

d’inclusion conditionnelles 77,2 Sﬁ, assurer simultanément le respect des probabilités finales

d’inclusion 77;2 et celui de la taille fixe N, pour 'échantillon S, (et ce, méme en I'absence

d’autres conditions d’équilibrage pour ce dernier) que si 'échantillon S; est équilibré sur les

1-77

variables
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Apercu sur le cas des strates exhaustives.

Celles-ci peuvent apparaitre a deux niveaux : a celui du tirage de S, et a celui du tirage de S, . Dans
ce cas, il n’y a plus de compatibilité entre I'existence de telles strates et la contrainte de tirer S, dans
le complémentaire de S, : si une unité i a été retenue d'office dans S,, elle ne pourrait plus étre
tirée dans S, ; inversement, retenir d’office une unité dans S, doit pouvoir se faire sans prendre en
compte I'appartenance ou non de cette unité a S .

Le mieux dans ce cas est de stratifier I'univers. On définit : UJ- = {i du ; 7Tij = 1} pour j =1ou 2.
1s iU,

On posera alors : |[777/> =|  72si i0CU, nU,
ailiDSl sidCU, nCU,

Toutes les équations d’équilibrage (y compris les contraintes de taille) devront étre écrites en faisant
apparaitre la décomposition de l'univers selon les trois strates définies ci-dessus, caractérisées par la

spécification de 'S

Discussion sur la contrainte de taille fixe pour le 2" échantillon.

On a vu ci-dessus que I'échantillon S, peut ne pas étre de taille fixe imposée N,, méme avec des

probabilités 77,2 choisies de maniére adéquate (i.e. vérifiant la condition Z 77,2 =n,), sil'on n'a pas
igu

imposé au préalable, dés le tirage de I'échantillon S}, des conditions d’équilibrage appropriées.

Ceci peut paraitre génant, pour une contrainte (taille fixe) qui peut paraitre assez banale. On va donc

voir s'il n’est pas possible de contourner la contrainte d'équilibrage sur S;, ce qui va imposer en fait

d’agir sur le seul levier restant : la forme des probabilités d’inclusion conditionnelle 77i2/sl .

Peut-on choisir les 77,2 ! de maniére a assurer simulténement :

- des probabilités d’inclusion finales dans S, 77,2 données

- unéchantillon S, de taille fixe n, ?

On va tester ici deux formulations.

a) Formulation additive.

On va chercher une formulation : |77/ =[a, +f (S,)] 1, ns-

Aors: Em'S =a, (1= 1) + E[F(S))Lns ]
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On veut un 2™ échantillon de taille fixe : Z 7Ti2/Sl =n,, dou:

iocs

Y a +[N-n(SYIf(S) =1y, doa: | f(S) =

iocs

nz—Z&

iocs

N -n(S)

Pour imposer au 2" échantillon des probabilités d'inclusion finales données

résoudre : 7% = a, (L-71') + E[ f (S))1 nsl-

n,— > a

jocs,

N-n(S)

or: E[f(S)Ligg]l=E

On va supposer, pour simplifier, que la taille

n, - Zaj E|:[n2—

os |-

Z [a + f(S))] =n,, soit:

idcs

ﬂiz, on doit ensuite

N(S;) n’est pas aléatoire , soit N, .

Zaj]liDSl:l

Alors : E| — 1298 1 = 1ocs
N-n(s) 0 N-n,
n, (-7 - Zaj EQnslns)
_ jou
1-7 sii=]j

or: EQjpsling)=P{i0S etilS}=

On obtient donc :

24 E(ljDSlliDSl):ai(l_n}l)"' 24 (1_77i1_771;+77i1,j)

jou jou

| Zi

=a(-m)+U-m) Y a -y am+y am,

jou

J#i

jou
j#i

-7 -m+m si#j
en notant 77,1J les probabilités d'inclusion doubles lors du tirage de S, soit :

my=P{i0S e jOS})

jou
j#i

=a (- +Q-m) (Y a-a)-(Yam-ar)+d an,

jou

=Q-m)(Ya)-Yamram+)y am,.

jou

jou
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On en déduit que :

(A=)~ A=) (X &)+ Y & 7 & 7m = 3 a7,
jou jou jgu

= (- + L

%‘baj ; _-%Ejaj 7|
N-n+1) n,(l-7) 1-7 : J2i
:ai(l_ﬂil N-n j+ zl\(l—nl)_N—rll 2,8t Nn,
1 1 1\ jou 1

On obtient un systéme linéaire d’équations, d'inconnues & pour toute unité | de lunivers,
relativement complexe. Ce systéme présente les difficultés suivantes :

- il dépend des probabilités d’inclusion doubles relatives a S, 77}11- , souvent inconnues.

- il n'est pas soluble analytiquement mais peut s'écrire matriciellement et doit pouvoir étre
résolu par des voies numériques.
- l'existence de solutions reste a prouver

- les solutions doivent respecter des contraintes de cohérence logique : & + f(S;) O [0,1] .

b) Formulation multiplicative.

Prenons ici : | 777> = f(S)) a 1ins|

n
La condition : Z:I'Iizlsl =n, sécrit: f(S)> a =n,, ce quidétermine : f(S) =-—>—, dou:
i0s, i0s, Zai
i0s

/s _ N
'S =2 a Igg-

2.8

i0s,
1
La condition : EﬂizlSl = 77 devient alors : 7 =n,a E Zl?sl
a:
j
ius,

Cet ensemble de relations (valables pour tout i) constitue un systéme d’équations dont les inconnues
sont les @,. Malheureusement, ce systéme est insoluble, d’'une part parce qu'il nécessiterait de

connaitre la loi compléete de S, et pas seulement les probabilités d’inclusion relatives a cet échantillon

(ﬂil), et d'autre part parce qu'’il conduit a des équations non linéaires : il pourrait au mieux y avoir des
solutions numériques.

Nota : méme si S est aléatoire simple, le systéme est insoluble analytiquement.
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Un essai de solution approchée.

a

On peut écrire : Zaj = Zaj - Zaj = Zaj - Z L

jos jou jos jou ius ”T
a7

La somme est un estimateur sans biais de Z a . Pour de « grands » échantillons

jos 77? jou

S, on pourrait admettre 'approximation : — = Za . On aurait alors :

jags 77'} jou
Ya; = ya (-,
i0s jou
o ) . . N, & Ny &

Par suite, Péquation encadrée deviendrait : 77> =——=2———E Gns) "= @~ .
>.a,a-m) >.aa-m)
jou jou

Les @ vérifient donc le systeme : @, = Za @- 77‘1)

2(1 ﬂl) jou
En posant: 0 = Za @L- 771) onobtient: & =0 ———
jou n, (1 771)
e
Yal-m) ~—Z —
iU N, 50 1-71
. . m
Cette solution ne marche que si: Z — =Ny
iou 1—77i"L
Approximation plus développée.
1 1 _1 1 _1 1-408
D a, Za ~o+0 0 Ya -0 O o
i0s ius, 1+ i0s
g
Par suite :
i0 1 io
B[ |2 2 Log - =2 [20-7) - E s T3]
2a | o d i0s
ins
or: Eing 2.8)) =E(ng 2 aj1jng) = 2.8 Elipg Ljng)
ios jou jou
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=Q-m)(Ya)-Yamram+)y am,.
jou jou j0u
j#i

On obtient donc un systéme qui s écrirait :

7 =n,a | 20- ) - S[A-7) (Y a)- Y a2t va e Y a ]
g g jou jou jou
| #i
avec:o =Y a; (L-71)

jOu

La encore, on obtient un systeme complexe d’équations linéaires d'inconnues @, présentant les
mémes difficultés que celui obtenu dans la formulation additive.

54 3*™cas: |U(S)=U|

Dans ce cas, la base de sondage de S, ne dépend pas de S et, si 'on ne cherche qu'a exploiter
I'échantillon S, seul, d’éventuelles conditions d’équilibrage sur S, ne devraient pas faire intervenir

S,. En revanche, la difficulté se présente si 'on vise une articulation avec S, en termes de
recouvrement .

Cela correspond au cas de I'enquéte PISA : on veut un nouvel échantillon avec des probabilités
d’inclusion données, éventuellement une taille imposée, des conditions d’équilibrage exprimant sa

« représentativité »° et la possibilité d’'une exploitation en panel avec une partie de I'échantillon S|, ce
qui va conduire a imposer qu'un certain nombre d‘unités soient communes aux deux échantillons.

Concernant cette derniére condition, on peut adopter trois formulations :

- une formulation en effectifs : Card (S, N S;) = Ny,

- une formulation en taux de recouvrement : Card (S, N S,) = @ Card (S)) : une fraction &

de I'échantillon S; se retrouve sélectionnée dans S, .
Les deux formulations ci-dessus sont équivalentes dés lors que S, est de taille fixe n, .

- une formulation en espérance individuelle: i U :P{i0S n S;}= V.

On va prendre ici des probabilités d’inclusion conditionnelles de la forme :

® Par exemple : répartition par sexe et niveau d'études de la population dans le champ de I'enquéte,
zone géographique, degré d'urbanisation, taille des établissements scolaires, éventuellement
caractéristiques socio-démographiques des familles auxquelles appartiennent les éléves du champ...
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s _[a 8108 _

- —al. +b1l
i bl gl[l& a'I i0S, I1|DS_1

avec:|a et b O[0,1]|

On en déduit alors que :

P{iOS,/i0S;)=h]
P{iOS,/i0S])=al

On notera que la condition & = conduit & des probabilités conditionnelles indépendantes de S, .

5.4.1 Pourquoi une solution « naive » ne marche-t-e lle pas ?

On pourrait imaginer simplement de tirer S, dans U avec des probabilités 77;2 données et d'imposer

d’éventuelles conditions d’'équilibrage : Z ?' = ZVi . Mais, pour imposer le recouvrement avec
igs, 74 iou

S, sous la forme, par exemple, d'un nombre fixé Ny, d'unités de S, tirées dans S, (voir supra pour

d’autres formulations du recouvrement), on doit avoir la relation : z 72,2 =N, Or cette condition fait
ios
intervenir S; et est aléatoire de surcroit. Elle devrait étre satisfaite quelle que soit la réalisation de S,

ce qui impose que S ait été tiré d’une certaine maniere.

1
Concrétement, la relation Z 7T|2 =Ny, s'écrit aussi: Z —77;277;1 =Ny, ce qui exprime que S
igs igs 7
est équilibré sur les variables 77,277,1 a condition que : Z 77,277,1 =Ny,
iou
On voit donc que cela ne marche que si S a été astreint a une certaine relation d’équilibra  ge

et qu'il existe une relation entre les parametresd  u probleme (ici : 77|"L 77;2 et Ny,).

Pourquoi interpréter une condition de la forme Zai =T en termes d'équilibrage ? La condition

ios
i 1 1 .
Zai =T sécrit: Z —a,7" =T et, comme: E Z a7 |= Z @, 7%, on doit s'attendre
i0s ios 77 i0s 77.1 iou
1
a ce que Z Fa'in}l soit peu différent de Z ainil . Par suite, un échantillon S; quelconque tiré
ios 77 iou

avec des probabilités d’inclusion 77,1 ne peut pas nécessairement satisfaire, méme de maniére

approchée, la condition Za’i =T.
ios
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Ce n’est possible que si: Z a; 77,1 =T et la condition cherchée s’interpréte alors comme une
iou

condition d’équilibrage de S sur les variables @, 77,1

— Revenons alors a la formulation générale proposée ci-dessus.

5.4.2 Regardons tout d’abord comment satisfaire sim ultanément les
conditions d’équilibrage sur S, et le respect des probabilités
d’inclusion finales.

L'équation (3) donne : |72 = a, (L-77') + b 7T".

— En particulier, si & =l = ﬂiﬂsl ,onaura : 77;2 = ﬂiﬂsl.

Par ailleurs, pour atteindre une condition d’équilibrage de la forme (2), on n’utilise & nouveau que des
conditions d’équilibrage sur le tirage conditionnel, de la forme (1), qui va s’écrire ici :

Z.

2 ot X =27

iosns b |DSZmCSla| igu
Z; Z Z

Avec : Z = Z—— Z —L . on obtient la condition :
ios,ncs & i0s, &  iosns 9

> z26-e xS

iosns B & |DSZa| iOuU

Cette condition est globale. En réalité, on est capable, lors du tirage conditionnel de S,, de faire une
stratification selon I'appartenance ou pas a S, et de réaliser le tirage de deux sous-échantillons

équilibrés, 'un dans S, l'autre dans CS; :

- équilibrage sur des variables Z,; dans S

- équilibrage sur des variables Z,; dans ('S .

On assurera ainsi des conditions d’équilibrage de la forme :
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. Z,; Z,.
On note que la 2°™ équation peut s'écrire : A > i > 2, =>.Z,;, dou
i0ds, &% io0sns & iOU i0s
Z..
3 -§i=i§ZZu
finalement le systéeme : 7 10%nS ZI 'S .
2i 2
Y =Y Y7, - 3.2,
ios,ns &  ios, & i0s iou

On souhaite atteindre une condition d’équilibrage global sur S,, de la forme : Z 772 ZV
igs, igu

Cette condition ne faisant pas intervenir S, N'S,, on se débarrasse des équations ol apparaissent
Z:Li _ Zz,i
b &

des sommes portant sur §; N’ S, dans le systéme précédent : on s’arrange pour que :

et on élimine le terme Z —=L entre les deux équations de ce systeme . On obtient alors :
ios,ns &

Z, :
22y =2 =t iZLi > =+ & Zy; , soit:
is its, b iTsh itu b

Zi
Z 3 :z(l_al)zll-" a12],|-
its, b iTs b iTu b

Par suite, pour que cette équation soit équivalente a : Z ZV , il suffit de définir :

igs, 772 iou
b
Z,, =—V,
i 77'2
et de s’arranger pour que : Z (1—i b —V;, + Z ZVi , soit :
ios b 772 |DUb 772 igu

a, b
1- Vi=Y -V,
iDZSL( .)772 i .;ﬂ( 77.2)

Ecrivant cette derniére relation sous la forme : Z (1 —'V = Z (1——) V; , on voit

|IZI§771 b 772 igu 772

gu’elle s’interpréte comme une condition d’équilibr age, lors du tirage de S, sur la variable

(1—%)i V.7t = (b -a, )iVi , sous la réserve que

T T
771
(b -a)Zv =Y a-2)v,.
2 Bma) V=0 s
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771

Or cette derniére condition est satisfaite dés que: (b —&)—V, = (1—i) V;, ce qui s'écrit:

A

(b —a)7r =71° —a;, soit: 777 =b 7T +a (1-77'). Cette condition est précisément celle de

léquation (3) : 772 = Er®'S.

eme

En conclusion, pour ce choix des probabilités d’inclusion conditionnelles, le 2

équilibré sur les variables V; si et seulement si :

T
« le 1" échantillon I'est sur les variables (b, —&,)—V; (C1)

]72

b
Zy; = ?_'Vi

. _8 -G
variables Z,; =—Z2;; =—V,.
1 bl | i2 1

échantillon sera

« le tirage conditionnel, pour la partie de I'échantillon S, puisée dans S, I'est sur les variables

« le tirage conditionnel, pour la partie de I'échantillon S, puisée dans CS;, l'est sur les

On voit a nouveau que ce résultat impose une contrainte d’équilibrage sur Ig 1*" échantillon qui, si elle
n'a pas été prévue a l'avance, pose un probléme pour I'équilibrage du 2". On verra plus loin (§ 5)

comment y trouver une solution approchée.

A ce stade, les constantes & et b restent a déterminer et sont seulement liées par la condition :

m=bm+a (1-1).

5.4.3 Comment prendre en compte les conditions de r  ecouvrement entre

les deux échantillons ?

Formulation en effectifs ou en taux.

On va écrire la contrainte sous la forme : Card (S, N S,) = a Card (S}). Ceci peut se traduire en

disant que la partie de I'échantillon conditionnel qui est tirée dans S est de taille fixe an, (on

suppose ici S, lui-méme de taille fixe Nn,). Avoir : généralisation ?

On doit donc avoir la condition : Zﬂizls-‘ =ang,soit: Zb, =an| (C2
ios ios

Cette condition aléatoire doit étre satisfaite quel que soit S, . Elle peut s’écrire :

ziqﬂilzanl
igs /4

et cette égalité peut s'interpréter comme une condition d'équilibrage de I'échantillon S, sur les

variables b 77", a condition que : b T =an|
i0U
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On obtient donc une nouvelle condition d’équilibrag e sur le 1* échantillon, doublée d’'une

condition supplémentaire sur les inconnues b| .

Dans ce cas, le tirage conditionnel de la partie de S, puisée dans S; se fait a taille fixe a'n;, c’est--

a-dire avec un équilibrage sur les variables b, .

5.4.4 Peut-on assurer la condition supplémentaire @  ue I'échantillon S, soit
de taille fixe n, ?

Cette condition équivaut a: Card (S, n CS;) =n, —an, eton ne peut 'assurer que si :
S 'S =n,—an , soit: > a =n,—an,ou: > g =Ya-m+an.

ios ios i0s iOu

. " 1 .
En recrivant cette condition sous la forme : Z —ainil = Zai —n, +an;, on voit quelle peut
i0s 74 igu

s'interpréter comme une condition d’équilibrage de I'échantillon S; sur la variable g ﬂll a condition

gue les variables &, vérifient la condition : Zaiﬂil = Zai -n, +an;, soit:
iU iou

Zai(l_nil):nZ_anl-

iou

Or cette derniére condition est vérifiée & cause de la relation : Y a; (1— ) =Z:(77,2 -b7z'), de la
iou iou
condition de compatibilité Zﬂ,z =n, etdecellesurles b : >'b T =an,.
iou i0U

Au final, I'échantillon S, est de taille fixe N, si et seulement si on rajoute aux conditions
précédentes (C1 et C2) la condition d’équilibrage d  u 1°*" échantillon sur les variables :

_ (% -b)
ainf-_ 1—]7'1

(C3).

Il faut alors réaliser le tirage conditionnel de la partie de S, puisée dans C'S; avec une taille fixe

n, —an;, c'est-a-dire avec un équilibrage sur les variables @, .

Nota :

La condition de taille fixe pour S, peut se déduire directement de I'équilibrage de S, sur 7%, qui
implique I'équilibrage de S; sur (b, — a,)ﬂ,1 (cf. supra, 88 b)).

Cette derniére approche est bien compatible avec le résultat obtenu ci-dessus. En effet, la condition
de recouvrement se traduisant par une condition d'équilibrage de I'échantillon S; sur les variables
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b,ﬂ,l si celle-ci est vérifiee, il y alors équivalence entre ['équilibrage de S, sur
o = AAVE ~B)
| 1_77;1

Le résultat se déduit en effet par linéarité des conditions d’eéquilibrage (s'il y a équilibrage sur g 77,1 et

] etsur (b —a,-)ﬂil.

sur b7z, alors il y a équilibrage sur b 77 —a. 7z = 77 —a, . m
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Synthese.

Sous la condition de de taille fixe

N, pour 'échantillon  S;:

Contraintes Equilibrage Relations nécessaires Modalités de tirage
imposées a S, necessaire en entre les parameétres conditionnel de S,
résultant sur S
Partie Partie
puisée dans | puisée dans
S CS
s, _ s —
'S =b | M =a
Respect des
probabilités 2 —a =7 +h 77
d’inclusion finales ﬂ;z 8 @ ﬂ'l) b' ﬂ'l
4
Equilibrage Equilibrage
Equilibrage sur les conditionnel | conditionnel
Equilibrage sur des variables sur les sur les
variables V, e variables variables
(b -a)—=V b a;
i 20| B
i i
Taille fixe
an L
o Taille fixe
Taux de Equilibrage sur les Zb = . n.—an
7L =an Equilibrage 2 1
. (I 1
recouvrement @ variables b 77 G0 conditionnel =
par rapporta S sur les Equilibrage
variables conditionnel
b sur les
' variables
Taille fixe N, Equilibrage sur les z ﬂ;Z =n, &
variables &, 77|"L iou
Nota :
Sous la condition de compatibilité (taille fixe de S,): Z n,z =N, :
iou
Equilibrage de S sur b,ﬂ,"L et sur aiﬂfL avec la relation : Zbi 77;1 =amn

Equilibrage de S; sur aiﬂfL etsur 78 —@; avec larelation :

iou

iou

Zai(l_”il):nz_anl-
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5.4.5 Solutions possibles.

Les inconnues a déterminer sont les & et les b (& valeurs dans [0, 1]), qui représentent les

probabilités d'inclusion conditionnelles 77°'® selon que i 'S, ou i O S;. Elles sont en nombre 2N

et astreintes a différentes relations linéaires (en nombre N +1). La stratégie consistera alors & tirer
deux sous-échantillons selon ces probabilités conditionnelles, I'un dans C'S; (avec probabilité bI ),

l'autre dans S, (avec probabilité &, ).

On peut choisir de mettre en majeur le respect des différentes contraintes de la colonne de gauche du
tableau ci-dessus. Les deux sous-échantillons tirés conditionnellement a S; seront de tailles fixes

(respectivement a N, dans S; et N, —an, dans CS,.). Il reste encore des degrés de liberté et
plusieurs solutions sont envisageables, mais elles ne fonctionnent rigoureusement que si
I'échantillon S a été tiré avec des conditions d’équilibrage adéqu  ates.

+ S'il existe au moins une variable d’équilibrage X, (a valeurs strictement positives) pour le 1*

XO,i

N

échantillon, on peut s’arranger pour que : b, 77;1 =AXgi.s0it: b =A

La constante A est déterminée par la condition Zbl nll =an, quisécrit alors :

idu
an an
A Xo; =an, soit: A7 = 1l =-_—1_
oo 2. Xoi T(Xo)
iou

Sous ces hypothéses , les constantes @, et bI seront parfaitement déterminées :

Xa:
b = A"

NGl L S

1-7 1-7
Cette solution est licite si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :
Xoi n
= b <1, ce quiimpose : a—— 1<
T(X,) 77

= a UJo 1]

= 71" #1. Voir le cas de strate exhaustive pour le 1% échantillon.

L'avantage de cette solution est qu'elle permet d'incorporer une condition d'équilibrage
existante sur S;, sans requérir dimposer de nouvelle condition d’équilibrage. Il reste toutefois

a satisfaire aussi la condition d’équilibrage de S; sur les &, ﬂll
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En particulier, avec un échantillon S; de taille fixe Ny, il y a automatiquement équilibrage de

an
S, sur les variables 7. On obtient alors : b = A7, avec: A" = ——2_ =@, soit:

T(1r)

b =a0[01], 0i0U|

Cela conduit a faire simplement un tirage aléatoire simple autaux @ dans S.

o @bt _ 7 -an
On en déduit ensuite : |&; = = .

1- 711" 1- 711

Cette condition n'est admissible que si @& U [0, 1], ce qui conduit aux conditions :

niou - sas% soit I\i/lmﬁx(l—l_]:izjsas I\/Imlun(gj

Toutes les valeurs du taux de renouvellement a ne sont donc pas admissibles

C’est notamment le cas pour des grandes valeurs de 77,'/L et 77‘2 telles que : 77,'/L + 77;2 >1
(auquel cas la borne inférieure est « active ») ou lorsque 77;2 est sensiblement inférieur & 77,'/L
(auquel cas la borne supérieure est « active »).

A nouveau, la condition de taille fixe pour S, impose que S; soit équilibré sur les variables

T -amt

ar = 2o

On peut alors récrire la solution et la stratégie de tirage sous forme synthétique en introduisant
ces valeurs dans le tableau ci-dessus.

nll

an

. s n . .
Une autre solution consiste & prendre : b 77" = aﬁ ,soit: |l = sous réserve que :

In
b <1, soit: aﬁﬁl <1 (condition de méme type que ci-dessus, avec : X; =1).
i

n
T -a-—*
m-bm YN
1-71 1-71
conditions de compatibilité et d’existence : & LI [0, 1] et: 77|"L z1.
Voir le cas de strate exhaustive pour le 1°" échantillon.

On en déduit ensuite que: |& = , sous réserve toujours de

Dans ce cas, I'équilibrage requis sur S, pour les variables b,ﬂ,"L équivaut a un

équilibrage sur une constante , ce qui donne la condition assez usuelle et relativement peu
contraignante :

somme des poids de sondage de S = taille de I'univers (cf. supra).
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L'équilibrage nécessaire sur les variables @ 77,1 ne présente pas d’interprétation particuliére.

Finalement, pour ce choix des probabilités d’inclusion conditionnelles, le 2°™ échantillon
présentera un taux de recouvrement @ par rapport au 1 ¢ échantillon et sera équilibré

sur les variables 'V, si et seulement si :

o le 1* échantillon I'est sur les variables :

UL IR 7
e B S a——
ey ng g, Ing
1-77 1-m 1-7
o le tirage conditionnel, pour la partie de I'échantillon S, puisée dans S, I'est sur les
_ n 1 n 1

variables @ ———et: Z;; = ——=V,
NS TN

(ou, plus simplement, sur | ables —— et: zJ = Vi
ou, plus simplement, sur les variables —— et: P o——
mo T

o le tirage conditionnel, pour la partie de I'échantillon S, puisée dans C'S;, I'est sur les

n
7 -a™

. - N =&
variables & =———— et Z,; =—V/.
1-71 o

Cas particuliers : n;l = 7'1,2 ou l'un des deux tirages est un SAS

Formulation en probabilité d’appartenance aux deux échantillons

Cette formulation en termes de probabilité est plus précise d’un certain point de vue puisqu’elle porte
sur I'assignation individuelle de chaque unité | aux deux échantillons et non sur la taille totale de

S, NS, ; mais elle ne s’exprime qu’en espérance et la réalisation peut différer de la cible.

On note en effet que le nombre d’'unités communes aux deux échantillons est :

N, (S,S;) = Zlimslli s, »dou:

igu

En,(S,S:) = 2 EQinslins) =2, P{iOSnS)= 3 ).

igu iou igu

En,(S,S;)

On peut par exemple imposer la contrainte : ———————— = @ (taux de recouvrement moyen, avec

1
un échantillon S; de taille fixe ), soit : Zyi =any|
iou

Avec le choix des probabilités d’inclusion conditionnelles définies dans le § 3.3, on obtient :
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On doit donc satisfaire la condition : Zb, 77,"L =an|

Vi =P{i0§ nS}=E[1jgg m'S1=E[b Iipsl=h 7.

igu

On obtient exactement la méme condition sur les b, que celle obtenue dans le cas ot I'on fixe la taille

de S n'S,. Mais la différence essentielle est que I'on n'introduit pas de condition d'équilibrage

supplémentaire sur S, : cette solution est donc moins contraignante, en revanche, elle n'assure la
valeur du taux de recouvrement qu’en espérance.

Des solutions particulieres peuvent étre obtenues en imposant des conditions simples aux ), a partir

desquelles on déterminerales &, et b :

n
Vi constants : | ) :aﬁ

ou proportionnels a une caractéristique individuelle K; (en général, un facteur de taille) :

n
% :aN—lKKi'

on peut aussi imposer des contraintes sur la probabilité conditionnelle :

Pi0S NS /i0S)= P{ip?isml;}sz}:%m.

Intuitivement, on pourra étre amené a choisir b, comme fonction croissante d’un facteur de

taille, par exemple proportionnel & une variable K;. Compte tenu des contraintes sur les b,

btient : b = an Ki
on optient . — |
| F YK

jou

6 Cas d'utilisation conjointe de S, et S,.

F
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7 Une solution approchée : I'équilibrage « inverse ».

7.1 Problématique et principe général.

On a vu dans les développements précédents que le principal obstacle au tirage d'un échantillon S,
devant satisfaire des contraintes de taille, d’équilibrage ou de recouvrement par rapport a S; et dont
les probabilités d’inclusion finales sont données alors que le tirage se fait conditionnellement & S,
résidait dans les contraintes d’équilibrage imposées ex-ante a S;. Comme il n’est pas possible de

revenir sur le tirage de S;, si ces contraintes n'ont pas été anticipées, les propriétés assignées a S,
ne pourront pas étre satisfaites.

On va chercher des solutions approchées en s'astreignant a conserver toutes les conditions
d'équilibrage a imposer sur S, qui permettront, via le jeu de probabilités conditionnelles adéquates,

d'assurer les équilibrages cherchés sur S,, mais en relachant la contrainte sur les probabilités finales
d'inclusion de S, .

I, . . . ~2
On va donc chercher de nouvelles probabilites d’inclusion finales, notées 77, proches des 77,2 au

sens d'une certaine distance, tout en respectant les équations d'équilibrage imposées a S, qui,
grace aux équilibrages appropriés lors du tirage conditionnel, permettront d’'atteindre les conditions
globales d’équilibrage souhaitées pour S, .

7.2 Formalisation.

* Les contraintes sur les parametres :

m=a (l-m)+bm
> =n,

igu
Ybm=an
i OU

a etb O[0,1]

 Les équations d'équilibrage a satisfaire sur S :

1,
Z;@#—Z&#

i0s 77 i0u

® Dans la procédure classique d'équilibrage, on peut tirer n'importe quel échantillon avec des
probabilités d'inclusion données en astreignant chaque échantillon a vérifier des contraintes
d‘équilibrage. Dans la présente procédure, on va procéder de maniére « inverse » : on détermine les
probabilités d’inclusion qui assureront les équations d’équilibrage.
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> lom=Y b
ios, 71 iou
771

1 : T
~ (b -a)—LV = b —a)—_V.
iDZSl]TIl(I aI)n_Iz | i%(I a1)]7;2 |

« La fonction objectif & minimiser : Zdz(ﬁiz,ﬂf), ou d désigne une distance (distance
idu

euclidienne ou du )(2 en pratique).

N =2 = ~ . T .
+ Le probléme : trouver les 7z° (donc les @ et b en découlant) réalisant le minimum de la

fonction objectif et satisfaisant toutes les contraintes et équations d’équilibrage relatives a S, .

La résolution de ce programme va conduire a déterminer de nouvelles probabilités d'inclusion finales
=2 S L : : .
TT° proches des probabilités imposées initialement 77, mais la solution va dépendre de S : on

devrait noter les nouvelles probabilités obtenues 77i2 (S)) . A partir de 14, on déterminera de nouvelles
probabilités d'inclusion conditionnelles 7~Ti2/§ et, en tirant I'échantillon S, conditionnellement a S
selon ces probabilités, avec les conditions d’équilibrage appropriées, on pourra obtenir une « pseudo-
condition d'équilibrage » sur S, utilisant les 7~Ti2 au lieu des 77;2 D'ou le nom « d'équilibrage
inverse » que I'on peut attribuer a la procédure.

Les « vraies » probabilités d'inclusion de S, seront alors : ﬂFE = E7~Ti2/sl. Elles ne seront pas

égales aux 7% , mais la procédure devrait assurer qu’elles en soi  ent proches .

Cette approche pose toutefois la question de I'existence de solutions admissibles (avec tous les 77i2

dans ]0, 1[) et peut présenter des difficultés de résolution numérique de programmes mathématiques
d’optimisation complexes.

Finalement, on sera confronté a 'alternative suivante :

- soit faire un tirage équilibré de S, avec des conditions de taille et de recouvrement mais sans

respecter exactement des probabilités d’'inclusion fixées et en acceptant une modification des
probabilités de sélection finale des unités.

- soit renoncer aux contraintes d’équilibrage et de recouvrement pour S,, tout en procédant a
un tirage a probabilités finales données.
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7.3 1* Exemple de résolution.

On suppose que I'on ne cherche pas de condition d'équilibrage sur S, autre que celles assurant la

taille fixe et le recouvrement par rapport a S; et I'on prend une distance euclidienne .

T -arm
- |

On prend la solutiondu § 3.3e) ,avecb =a, g =

Dans ce cas, la condition d’équilibrage de S; sur les variables b, 72,1 est automatiqguement satisfaite

puisqu’elle s'écrit : z bﬂi‘1L ZZ b, 77", soit : ZO' :az 7T, soit: an =an,.
BN i0o i0s, i0u
H—J
=n,

Il faut donc seulement assurer la condition d’équilibrage de Sl sur les variables :

T -am
”1”11”1'

Y oam=Ya(m-n+) a

iou iou iou
=Y rraymeya
iou iou iou

277'2 O’ﬂl (n2_anl)'

iou

On note que :

On doit donc résoudre le programme d‘optimisation :

Min > (777 -
i0u
Z 77 =n,
iou
sous les contraintes : ~>

Ak a moam
ZSZL?, 1 nll ZU: 1_77;1 (n2 anl)

On peut récrire la 2°™ contrainte sous la forme :

=2 =2
i 4 i 4 .
z —aZ—:z —az ———(n,—an,), soit:
i0s, 1_77}1 ios, 1_77i1 iou 1_77}1 iou 1_77i1
=2
U
> —az =n,-an|
ios, 1- nfl |D31 i
— Lagrangien :
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_ =2 _ _2\2 ﬁiz _ 77.1 _ _ _ ~2
L_Z(ﬂi 77|2) A(iusl 1- 7 aiDsl 1_ni1 (nz anl)j ,u(zﬂl nz)-

iou i idu
D'ou :
oL —~ 1
~ =2(7 - ) - A _ﬂ_l]-imsl H
~ A1 Y7
L ditions du 1% ordre d tdonc : |77° = 71° + .
es condituons au orare donnent donc i i 21_77;11@31 2

Par suite :
. = 77,2+d LZI1-D§+ N, soit: A Lps, *#N=0,0u
iou iou 2|DU1_77i1 imul_ﬂ.JL
=n, =n,
,U_—i —1
NiDS_Ll_ i

o oAy 1 py 1
zl—ﬂf_zl—ﬂil+22(1—”i1)2+2iuzs:11_”il.

i0s, ios i0s,

En reportant cette valeur dans la contrainte et en utilisant la 1°® relation entre A et 4, on

obtient :
7 11 1Y) ﬂ? o
z + {z _[Z 1_ni_1] ]_az 1_n;1=n2—0’n1,dou:

i0s, 1_77}1 E ios, (1_7#)2 ) N igs, i0s,
m-anm
, n,—-an iDle -
2 11 1)
% @y 'N(iuzal—nﬁj

Finalement :
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Analyse de cette formule :

Les probabilités 77,2 sont translatées d’une quantité fixe pour toutes les unités de S, . Pour celles hors

S|, cette translation fixe est modifiée par une autre translation en sens inverse qui dépend de 77,1 (via

le facteur

L)
1-m "

Le signe de ces translations n’est pas prédéterminé. En effet :

2

* Le dénominateur Z = i Z

—_— ——— | est positif .
ios, (1‘771%)2 N jDSll_nJ%

En effet, d'aprés l'inégalité de SCHWARZ :

1) 1) 1 1

ios, ios, ins ins
- ;- arm,
* Mais le numérateur N, —an, - Z ———— est d'espérance nulle car:
i0 1_771
i0s i
T -ar T -arm
i | = i in— - _ — _ —n _
Z I —Z T a n?)—_ ( anf)—an aZn?-n2 an,.
i0s j jou j jou jou jou

Il peut donc prendre des valeurs positives ou négatives selon les tirages de S, .

La question de savoir si ces perturbations sont « marginales » (c’est-a-dire si les 77,2(81) sont

proches des 77,2 et dans quel sens elles en différent) est difficile a vérifier analytiquement et sera

étudiée empiriguement au moyen de simulations sur des exemples réels.

~2 : 7712 —arn
On notera que 77°(S,) =777, 0i OU si et seulement si: n, —an, - Z— =0, ce qui
ios 1- ”T
C
fournit une valeur @ « optimale » (dépendant de S)) : a’D(Sl) =- (Sl) , SOit :
B(S)
T T
n, = n, =
a(s) = - Bl-m " RBl-nm
o 7 a
ios 1= ’7? ios 1= 771
(sous réserve que cette valeur soit dans |0, 1]).
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Naturellement, les solutions IT[IZ(Sl) qui sont des probabilités, doivent appartenir a [0, 1]. Si ces
contraintes a l'inégalité ne sont pas explicitement introduites dans le programme de minimisation, elles
doivent étre verifiees ex-post. Compte tenu du caractere aléatoire de I'écart ﬁiz (S)- ﬂ,z la violation

de ces contraintes peut survenir selon les réalisations du tirage de S;. Il en résulte des contraintes
(aléatoires) sur la plage de variation admissibled e @, qu'il faudra déterminer par itérations

Calcul de la distance résultante.

La formule donnant 77°(S,) est de la forme :

205 = 2 aB(S)+C(S)
() =7+ AT o
D'ou :
=200y 7212 = zaB(sl)+C(sl)}
[72(S) - 7] [A(sl)]{ &)
et:

> 1 (8) -y :{”B(?(;S(Sl)} SIAG)

On notera le caratére quadratique de cette distance, considérée comme fonction de & . Pour une
réalisation de S, il existe une valeur « optimale » (dépendant de S;) qui annule cette distance (cf.

supra). Sl I'on prend I'espérance par rapport au tirage aléatoire de S|, on obtiendra :

E{z W(sl)—nﬂz}

L) 2 E{M } E{Cz(sl) }
{D(sl).uzu[p‘(sl)]}” bi)  SAGI |+EIDr I SIAGI )

ce qui met en évidence l'existence d'une valeur de a réalisant le minimum de la

distance « moyenne » { Z [77°(S) - ﬂf]z} :

iou

Dépendance de 77°(S,) par rapporta a .

On note que 7~Ti2 (Sl) est une fonction linéaire de @ . Le coefficient de dépendance (aléatoire) vaut :

=2
TS) 5 W
= n,.
oo Fi-m
Il est d’espérance nulle puisque :
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Vs s
E[Y — 1= —a-m)= =n
[z ) e T
Son signe peut donc varier selon les réalisations du tirage de S,.
b =a
La détermination de 77°(S,) permet ensuite d’en déduire : 72(S)-am  dou:
1-7
2
2/ _ m(S)-am
75 sﬁ—a']-ims_l'" : 1- 7 “lins

Il conviendra de vérifier, a nouveau

empiriquement, que les coefficients obtenus 5i sont bien

admissibles (a valeurs dans [0, 1]), ce qui conduira a de nouvelles contraintes sur & .

Enfin, les vraies probabilités finales d’inclusion dans S, seront :

72 = E7YS
T’ (S)-arr
=aE@g)+ E(fl—n;llmsij
_ani— (1 771)+E(7T (Sl)ln:lslj
soit :
1
77?25( (Sl)ln]s_lj —ﬂi (77 (Sl)llEIS_l)
Cette quantité est difficile a calculer explicitement.
On peut I'écrire dans le cas présent :
_ n,-an, - 7 —ar, |
1 1 jos, 1‘”14
ﬂm(sl)ﬂerﬂf]"D[f#N% ”?] 11 1Y
i 15231 (1_77?)2 N(J‘Dsll_”?] |
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7.4 2°™ exemple de résolution.

On se place sous les mémes hypotheses que dans le § 5.3 mais on prend la distance du )(2 .

On doit donc résoudre le programme d‘optimisation :

Mlnz( )

iou |
> 7=
iou
sous les mémes contraintes que précédemment : .
—az —_=n,-an,
i0s 1- I|131 i
n.2
On note que : Z( Z( Z Z( )
idu 77;2 iou i idu i idu 77;2
77
! —2277 +>
iou i iou idu
— —
=n, =n,
— z (75 )
idu i
~2y2
7T
La fonction a minimiser sera donc : z( ' ) .
iou 77.2
7T, ~
= Lagrangien : z( ) Z —az —(n2 an) —/J(Z " -n,).
iou i i0s, 1- 771 |Dsl . iou
Dol :
o _ 7 1
— =20 =1 -/
o Mg
Les conditions du 1° ordre donnent donc : 772( Lios, 'u) :
21- n1
Par suite :
~ _A
72
. :— —— 1 7T, soit : —— 1 n,,ou:
P> DR
— H/_J
=n, =n;
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i0s,

En reportant cette valeur dans la 2

I

et 4, on obtient :

E:l—i i

2 2n2i|3311—77{1
o _ A o A T
= — L E— — 1
i 2iusl (1_77E1)2 2iDsl 1_77}1

M contrainte et en utilisant la 1

ere

relation obtenue entre A

A T A 7o N
_iuzs‘i (=) +(1 on 2@28‘11 nl_l)(luzs:l |§1 —1_77}1 n, —an,, soit:
Ay % s BNy B o B o o et
E{DZSZL L-77)? nz(iDZS:l 1_77;1j}+ius_l 1-7m a,gsl l—ﬂil_n2 an,, sot:
2 -ar
A nz—crnl—mzs:l o
Finalement :
A 7
T8) = G on T 30
A :I-njs1 _i 77',2
_ﬂz(l 21771 ZJDSL:I' 77'}]
soit :
| —ar |
n,—an —z J
iZ(Sl)zlzl-z 1+ jos 1- ]T}. Z(LDSL iz ]TJZ ] .
77,'2 1(2 77]2] 1_77;1 nziusl:l-_ﬂ'}L
JDZSL(]'_]T}) n2 JDSll 771

A nouveau, il faudra vérifier empiriquement si les probabilités approchées 7IT

probabilités de référence

7
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On en déduit ensuite, comme précédemment, les valeurs des probabilités conditionnelles de tirage 5i

et bi et il conviendra de vérifier a nouveau empiriguement que les coefficients obtenus ai sont bien
admissibles (a valeurs dans [0, 1]), ce qui peut entrainer des contraintes sur @ .

Exemple : cas ou S est aléatoire simple.

7.5 Généralisation.

Le cas ou I'on introduit d'autres conditions d’équilibrage ne permet plus de déterminer de solutions
analytiqgues. En effet, pour un équilibrage sur des variables V., on rajoute aux contraintes

» _ T T
précédentes la relation : IljZéﬂl(b a,)FiV- l% (b - a,)ﬂIZV soit :
1 a-m 1 a-7E T
.Danl 1o 772V 2
7V
"% - T e T T (1 ol

La présence d’'un terme 77,2 au dénominateur (remplacé par ﬁiz dans le programme d‘optimisation)

1 . . o

fera apparaitre un terme en 3 dans les conditions du 1° ordre issues de la dérivation du
(7%°)

lagrangien, ce qui conduira a une équation du 3°me degré en ﬁiz. A moins d’employer les formules de

CARDAN, seules des solutions numériques, par itérations successives, pourront étre obtenues.

7.6 Calcul d'estimateurs.

On revient au cas général.

Une fois réalisé le tirage de S, conditionnellement & S;, on peut proposer, pour estimer un total
T(Y), les estimateurs suivants :

mTM-Z

||js2

Cet estimateur est l'estimateur de HORVITZ-THOMSON naif, utilisant les valeurs des
probabilités-cibles 77,2 Mais, du fait que I'échantillon S, n'a pas été tiré avec ces probabilités,
cet estimateur est trés certainement biaisé .
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b)

c)

d)

~ Y.
T,M=>_1|
=276

Cet estimateur est un estimateur de type HORVITZ-THOMSON, mais utilisant les valeurs
effectives des probabilités d'inclusion, 7~T|2(Sl) Celles-ci sont aléatoires ; de ce fait, les

propriétés habituelles des estimateurs de HORVITZ-THOMSON ne se retrouvent plus et
I'estimateur est trés certainement biaisé .

1 ~2
T,(v) = z avee:| 77 = ET (S )

|I]SZ

Cet estimateur est I'estimateur de HORVITZ-THOMSON habituel (a coefficients fixes) utilisant
les vraies probabilités d'inclusion 7‘[,EZ Malheureusement celles-ci sont trés difficiles a calculer
explicitement.

=Y v ¥

= + Ponp—
iosns B (S) ingncs & (S)

avec : 777'%(S)) =& (S, +0, (S )Lps -

Cet estimateur (a coefficients aléatoires ) sera sans biais .

En effet :
E[T.(Y)/S]= ( 5 L]/sl
’ .Dszngb(sl) .Dszncsjei(sl)
1 Y1
- E i0Ss, os, /
[Zs:l b (S) .Dcsla(Sl)] >
Y,
Z~ —E (s, /S)*+ D, =~ 5 Elns, /S)
Slb Sl) =b(S,) pourids, Hes (S'L) =5 (S) pouridiCS
PARPN
igs

0s
:T(Y).

Cet estimateur est sans biais conditionnellement a S, quelle que soit la valeur de S,.

On en déduit :

ET,(Y) = EE[T,(Y)/S]=ET(Y) =T(Y)|
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8 Conclusion et futurs travaux.

- difficulté a imposer des conditions a un échantillon donné prenant en compte un échantillon
tiré antérieurement. Pas de solution exacte, des solutions approchées possibles.

- nécessité et utilité de tester toutes ces procédures, y compris dans leurs aspects numériques

- en déduire des lignes directrices pour le futur: un échantillon tiré & un moment donné doit
anticiper d'éventuels tirages ultérieurs et les contraintes qui s’y appliqueront, pour les intégrer,
via des conditions d’équilibrage appropriées.

- des extensions de la méthode a étudier dans un certain nombre de cas :

» stratification de I'univers de référence
» cas des strates exhaustives.
e prise en compte de modifications temporelles de I'univers de référence.

- vérifier les propriétés théoriques de ces solutions approchées (notamment, calculer les vraies
probabilités d’inclusion finales du 2" échantillon lorsque I'on les approche par des probabilités
dépendant du 1% échantillon).

- tester d'autres formulations des probabilités d'inclusion conditionnelles, avec des facteurs
aléatoires dépendant de I'échantillon S; .

- calculs de variance des estimateurs

- extension a des estimateurs et des équations d'équilibrage a coefficients aléatoires.

La réalisation de simulations a partir des bases d’  établissements de la Depp pour le tirage
d’échantillons en vue de la réalisation d’enquétes d’évaluation de type PISA, permettra de
tester empiriquement la validité de la méthode, les difficultés numériques de mise en ceuvre du
calcul des solutions ainsi que les propriétés stati stiques des différents estimateurs proposés.

Marc CHRISTINE(Insee, DCSRI), Thierry ROCHER (DEPP) 41
JMS 2012
Document de travail, version provisoire



