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1 Le probleme du sondage coordonné

Le but du sondage coordonné est de gérer le recouvrement de plusieurs échantillons

tirés successivement dans une population U
Suite d’échantillons (S, t € T')
Plans marginaux P> (S¢), probabilités d'inclusion marginales 7z, Tx ¢

Coordination : probabilités jointes d'inclusion 7y, s, u < &
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Probabilités jointes d’inclusion
Tr12 = £ ({(S1,52) ;51 2 k, 52 3 k})

Tirages indépendants : g 190 = 7517k

Taille du recouvrement

E|S1NSl= > w10

kel
Bornes pour 7y 15
max (0, gy + 7go — 1) < g 10 < min (g1, Tx2)
coordination négative optimale coordination positive optimale
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Tirage de St qui
e respecte le plan pour St : P (St)
e optimise les recouvrements avec les échantillons précédants : 7y s, u <1

Algorithme pour le sondage coordonné
e validité de I'algorithme
e qualité de |'algorithme

Autres aspects
e populations en évolution
e rotation d'un panel
e contrdle du temps hors échantillons
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2 Tirage aléatoire simple (TAS)
Algorithme TAS (|U| = N, |S| =n)
1. Geénérer des nombres aléatoires wy, v Unif(0,1) pour k € U

2. Ordonner les unités de la population par nombres aléatoires wy. croissants

3. Sélectionner dans I'échantillon S C U les n premiéres unités
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Sélectionner des unités qui ont recu de petits nombres aléatoires <

Sélectionner des unités qui ont des rangs bas dans la suite w = (wy, k& € U)

Les nombres aléatoires 1.i.d. wy, k € U, sont générés a partir d'une loi ayant une
fonction de distribution continue =-
Les rangs des unités k € U dans la suite w sont de distribution uniforme sur Sg;

Spr = groupe des permutations des éléments de la population U7
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Algorithme TAS

1. Choisir une permutation aléatoire o € Sg; telle que P (o) = 1/N!

2. Sélectionner I'échantillon S = o1 {1,...,n}.
12345
= (52413) 12,4,5)
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Remplacer S C U par I = (I}, k € U) € {0, 1}V
ol I, =1sik€Setlp,=0stkgS

S ={2,4,5} CU=1{1,2,3,4,5} — I = (01011)

Algorithme TAS
1. Choisir une permutation aléatoire o € S; telle que P (¢) = 1/N!

2. Sélectionner I'échantillon I = ao o ot @ = (1n, 0y _p)

I=ao00

_ (12345) (12345)

(12345
11100/ 152413

S=1{24.5
omu%ﬁ {2,4,5}
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Calcul des probabilités d'inclusion: I = ao o, a = (14,05§_y), P(c) =1/N".

1 n
£ 2 alCWP@ =5y a=
=) a(o(k))a(o(l))P(o)=N(N1_1) > %‘aF;%__ll))

ogESTr iAjel
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3 Tirage aléatoire simple stratifié (TASST)

Population U de taille N. Stratification de U = Upc Up en H strates Uy, de
tailles NVy,.

=
Y

SR WN =
N = = NN =

Stratification { : U — H.

10
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Population de taille N = 6 avec la stratification { = (122112)

Deux strates Uy = {1,4,5} et Up = {2,3,6} de tailles Ny = Np =3
Echantillons de tailles nqy = ny =2

Permutation aléatoire pour la sélection de I'échantillonR (w) = ¢ = 354621
Strate U7 = {1,4,5} : rangs 362 — échantillon S7 = {1, 5}

Strate Up = {2, 3,6} : rangs 541 — échantillon S» = {3, 6}

k ¢ o 1T
1 1 3 1
2 2 5 0
3 2 4 1
4 1 6 0
51 2 1
6 2 1 1

11
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Algorithme TASST
1. Choisir une permutation aléatoire o € S;; telle que P (o) = 1/N!

2. Sélectionner I'échantillon / = ao R({,0) ol a = ((1%? ONh_nh) Jh € H)

R ((,0) = R¢ (o) = rangs de la permutation o par rapport a la stratification ¢
Re: Sy — R¢ (id) S¢
o= pa — Re(a)

Se = {0 € 87; ¢ 0 0 = (} le sous-groupe de Spr qui laisse la stratification ¢ invari-
ante.

12
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R((, 0) = rangs de la permutation ¢ par rapport a la stratification ¢

E ¢ ¢ R(Coa) I

1 1 3 2 1

2 2 5 6 0

3 2 4 5 1

4 1 6 3 0

5 1 2 1 1

6 2 1 4 1

Exemple : N1 = No =3, ny =np =2

123456, ,123456 123456
I —aoR _ — — 51 ={1,5},5,={3,6
20 2(60) = (110110) Gesara) = (orory) = 51= {1:5}: 52 = 3.6}

Par exemple dans S-Plus

I=alinverse (order (zeta,sigma))]

13
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Propriétés des rangs par rapport & une stratification

e R((, o) est la permutation qui ordonne ¢ par ( et &

e Pour toute permutation 7, R(CoT,07) = R((,0) T

14
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¢ 1212 1212 1212 1212
My Mg - 1432 Mg - 3214 M, - 3412
1324 - SC 1324 1423 2314 2413
SC 1234 1432 3214 3412
1243 - SC 1243 1342 4213 4312
2134 - SC 2134 2431 3124 3421
2143 - SC 2143 2341 4123 4321
3142 - SC 3142 3241 4132 4231
Rel | ! ! !
1324 . SC 1324 1423 2314 2413

15
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Justification de I'algorithme

Décomposition o = pa, oo v € S¢

R(¢,0)=R(Cua) =R (oot p)a=R(u) o

On peut choisir w tel que R(C, 1) = R (¢, id).
Alors R((,0) = R((,id) « et

I=aoR({,0)=(aocR((,id))oa =acoa.

16
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4 \Validité d’un algorithme de coordination négative

Coordination négative pour une suite de TASST
Algorithme de Cotton et Hesse (algorithme CH)

Cotton, F. and Hesse, C. (1992). Tirages coordonnés d'échantillons. Document

de travail de la Direction des Statistiques Economiques E9206. Rapport technique,
INSEE, Paris.

17
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Coordination négative pour des TASST, algorithme CH

1. Générer wq = (wi, k € U), wy vid Unif (0,1), ke U
2. Sélection de I'échantillon S; de taille 74

(a) Ordonner les unités k& € U par wy croissant au sein des strates
(b) Sélectionner dans S; les np; premiéres unités de Uy, h € H

3. Reéattribution des w; qui respecte les rangs de wy dans Sy, et Up; \ Shy et
(a) qui associe aux unités de S}; les ny; plus grands nombres aléatoires
(b) qui associe aux unités de Up; \ Sy les Ny — npy plus petits
nombres aléatoires

18
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Coordination négative pour des TASST, algorithme CH

N{=4 Ny=5n; =2 ny=3

k ¢ o1 1 o9
1 1 2 1 6
2 1 8 0 4
3 2 1 1 5
4 2 9O 0 3
5 2 5 1 9
6 2 7 0 1
7 2 3 1 7
8 1 4 1 8
0 1 6 0 2

19
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Coordination négative pour des TASST, algorithme CH
1. Choisir une permutation aléatoire 01 € S; telle que P (o1) = 1/N!
2. Sélectionner I'échantillon 13 = azoR ((;, 0¢) ol ap = ((lnth, ON_nth) ch e H)

3. Transformation o441 = ot R ({4, crt)_l R (¢ N I, 0¢)

20
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Si oy = pgog, ot o € S¢ et R(Cy, p1t) = R((y, id), alors

Oty1 = Hy ( 11 H;nh> o

heH

ol Kj, = (@'1712 .. -iNh) € S¢ est la permutation cyclique fondamentale sur la strate

Uy = {’il <Ly < - K iNh} de la stratification (.

La transformation o — o1 est bijective, I'algorithme CH effectue bien des TASST.

21
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5 Comparaison de trois algorithmes

Coordination négative pour une suite de TAS, algorithme EDS
De Ree, J. (1999). Co-ordination of business samples using measured response bur-
den. Invited paper, 52nd Session of the ISI Helsinki, Book 2, 289-292.

1. Geénérer w = (wy, k € U), wy es Unif(0,1), ke U
2. Sélection de I'échantillon St de taille 74

(a) Ordonner les unités k € U par charge cumulée croissante et
par nombre aléatoire w croissant

(b) Sélectionner dans I'échantillon Sy les 1y premiéres unités

3. Actualiser la charge cumulée b; (k) = { Zt—l gg +1 : ]]: g f]t\ s
t—1

22
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Coordination négative pour une suite de TAS, algorithme CH

1. Générer wq = (wi, k € U), wy vid Unif (0,1), ke U

2. Sélection de I'échantillon S; de taille 74
(a) Ordonner les unités k& € U par wy croissant
(b) Sélectionner dans I'échantillon St les ny premiéres unités

3. Reéattribution des w; qui respecte les rangs de wy dans Sy et U \ S; et
(a) qui associe aux unités de Sy les 1 plus grands nombres aléatoires
(b) qui associe aux unités de Sf les N — n; plus petits nombres aléatoires

23
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Coordination négative pour une suite de TAS, algorithme RIV
Riviere, P. (2001). Random permutations of random vectors as a way to co-ordinate

samples. Technical report, University of Southampton, UK.

1. Générer wq = (wp, k € U), wy, v Unif(0,1), ke U

2. Sélection de |'échantillon St de taille n
(a) Ordonner les unités k € U par wy croissant
(b) Sélectionner dans I'échantillon S; les n; premiéres unités

3. Rénumérotation
(a) Actualiser la charge cumulée by = by_1 + ¢ 1
(b) Rénumérotation de w; basé sur la charge cumulée

wir1 = & [be] (wi) = wi 0 R(wi)TLR(by, wy)

24
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Coordination négative pour une suite de TAS,
Forme standard des algorithmes EDS, CH et RIV

1. Geénérer a1 € 8, P(o1) = 1/N!

2. Sélection de I'échantillon I} = a4 0 04 oll a; = (1%, ON—nt)

3. Actualisation de la charge cumulée by = b;_1 + ¢ Iy (¢, = 1 pour EDS)
R(b;,01) EDS

4. Rénumérotation o411 =< R(It,0¢) CH
R(bt,dt) RIV

EDS & CH

25
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6 Coordination positive

51 TAS, So 0 TASST
Tirages avec les mémes nombres aléatoires.

Taille du recouvrement

ElS1NSal= ) mk12
kel
Probabilités jointes d’inclusion
T2 =P ({(51,52):51 3k, 53k} = >  P(51,5)
S13k,S»3k
ou P(51,52) = P(S2 | 51) P(51)

26
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Permutation aléatoire o, P (o) = 1/N!, stratification (,
vecteurs d’allocation a1 = (lnl,ON_nl) et ap = ((anh, ONh_th) Jh € H)

Tr12= Y. (a100)(k)(a20 R(¢,0))(k) P (o)

oSy

"You see what | have done?" he asked the ceiling, ... "I have transformed
the problem from an intractably difficult and possibly quite insoluble co-
nundrum into a mere linguistic puzzle. Albeit," he muttered, after a long

moment of silent pondering, "an intractably difficult and possibly insoluble
one'

Douglas Adams "Dirk Gently's holistic detective agency"

27
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S¢={aeSy;(oa=_(}

Me={n € Sy; R(C, 1) = R(C,id)}

Chaque permutation ¢ € &y a une décomposition unique ¢ = fu
avec o € S¢ et p € M

R(¢,0) = R(Gpa) =R (Coa ™t p)a = R(¢ p) o = R((id) a.
alors
2N Y (ar o) (a (8) (a2 0 R (G id)) (o (K)).

T pEMe aeS,

Tk,12 =

28
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Sommation sur S¢ : essentiellement comme pour le calcul des probabilités d'inclusion

pour un TAS.
Pour k € Uy,
> wla(k)y(a(k)) =Ny — D[] N ) 2
aeS; i#£h 1€l
Pour k € Uy,
1 N 1 _
Th2 = E(Nl N NH) >3 aa(p(®) (a2 0 R(¢,id)) (1)

MEMQ ety

29
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Pour k € Uy,

1 :
TRp12 = EE (min (115, 10p)) ,

oli nyp = |S1 N Up| est de loi hypergéométrique H (N, Ny, nq) et nop, = [So N Uy |.

Taille du recouvrement

E|S1N S| =) 710 = F(min(nyp, nop)).
keU n

E (min (n1p, nop)) = (%) ; (I::f’) (fl__{:ib) min (m, nop,)

ot max(0,n1 — (N — Np)) < m < min (N, nq).

30
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Bornes pour 7y 12

max (0, gy +7go — 1) < g 10 < min (7g1, Txo)

coordination négative optimale coordination positive optimale

Coordination positive optimale

. Np, .
Eopt |51 N Sol =) min (nlﬁa n2h) =Y _min(E (n13) , nop)
h h

31
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Exemple

h Np E(ngp) nop E(ngp) Anop E(ngp Anop)

1 10 5 8 5 4.9956
2 30 15 12 12 11.9956
40 20 20 17 16.9912
h Ny E(np) nop E(map) Angp E(nip Angy)
1 10 5 5 5 4.4683
2 30 15 15 15 14.4683
40 20 20 20 18.9366
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7 Conclusion

Techniques pour étudier les propriétés de certains algorithmes de coordination (nom-
bres aléatoires permanents, TASST). Trois exemples. Beaucoup d'autres applications
possibles :

e Autres algorithmes (OFS, Y. Tillé)

e Tirages de Bernoulli par strate

e Méthode des substitutions de Kish et Scott

e Probabilités jointes d'inclusion dans des cas plus complexes
e Populations en évolution

e Rotation de panels

e Temps hors échantillons
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