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1. Introduction

Dans le cadre d’'une application de calcul de temps de parcours entre deux localités utilisant une
base de données géographiques, nous présentons le probléme de I'’évaluation de I'impact des
erreurs présentes dans la base de données sur les temps de parcours calculés, I'algorithme de
calcul de temps de parcours étant supposé exact.

Dans ce but, nous proposons des modeles simples d’erreurs dans les bases de don-nées
géographiques, et reformulons le probléme comme I'évaluation de la probabilité que 'erreur sur le
temps de parcours calculé dépasse un certain seuil (c’est-a-dire 1’évaluation des erreurs
importantes pour un utilisateur, et non de ’erreur moyenne).

Nous montrons que ce probléme correspond a un probléme de grandes déviations pour des
sommes pondérées de variables aléatoires, et pour des loi composées pondérées. Nous présentons
les résultats de grandes déviations précis que nous avons établis pour résoudre ce probléme, et
montrons qu’ils sont nécessaires pour obtenir numériquement une bonne estimation des
probabilités d’intérét (par rapport au développement du logarithme de ces probabilités). Nous
comparons également ces résultats a ceux obtenus par des simulations par la méthode de Monte-
Carlo sur des données

réelles.

2. Modéle de ’application et critére de qualité des résultats
Nous proposons ici un modele de calcul d’itinéraires en zone urbaine, et un modele de calcul sur
un itinéraire type a travers la France.

2.1 Trajet en zone urbaine

Dans le cas d'une zone urbaine, la vitesse est officiellement limitée a 50 km/h, a I'exception de

certaines voies rapides limitées a 70 km/h. Cependant, en centre-ville, ou dans des quartiers tres
résidentiels, la vitesse effective de parcours d'un trongon est souvent tres inférieure a 50 km/h



(présence de passages protégés pour les piétons, ralentisseurs, priorités a droite, stops). En
conséquence, les facteurs déterminants pour calculer un itinéraire sont le sens de circulation des
rues, et le quartier qu’elles traversent. Le modéle peut étre tres simple, et affecter deux vitesses
en fonction de 'emplacement de la rue ; une lente en zone densément peuplée, et une rapide
ailleurs.

Nous faisons I'hypothése supplémentaire que le plus court chemin entre deux points éloignés
(trajet long) comporte approximativement le méme nombre de trongons quels que soient les taux
d’erreur de sens de circulation et de classification (troncon rapide ou lent), pourvu qu’ils restent
faibles. En effet, dans la plupart des cas, les détours imposés par la présence d’erreurs de sens de
circulation sont relativement courts, et de longueurs comparables aux trajets originels, par
rapport aux longueurs totales des trajets.

Le modele pour un tel trajet consiste ainsi a écrire que le temps de parcours T,g du plus court

chemin entre A et B, mettant en jeu k troncons, s’écrit :

K
Tas = D IV,
=

avec |; longueur du trongon i et V; sa vitesse de parcours, K ne dépendant pas de la qualité de

la base. Les erreurs d’attributs dans la base se traduisent par des erreurs sur les vitesses V;

2.2 Itinéraire type

Nous nous intéressons maintenant a l'erreur relative commise sur le temps de parcours d'un
itinéraire type de la base de données, pour un automobiliste dont nous ne connaissons la
destination que de facon probabiliste (par exemple, un automobiliste partant de Paris se rendant
dans le sud est de la France). Cet itinéraire emprunte N troncons, N étant une variable aléatoire
discréte que nous supposons suivre une loi de Poisson. Le temps de parcours d’un tel itinéraire
s’écrit alors :

N
T ZZIi /VI
i=1

avec |; longueur du trongon i et V; sa vitesse de parcours.

3. Critére de qualité des résultats de ’application

3.1 Cas d’un trajet de longueur fixe

Nous disposons pour relier deux destinations d’un itinéraire fixé unique composé d’'un certain
nombre de troncons de route k. Le nombre de troncons et les longueurs de chaque troncon sont
des parameétres déterministes. En revanche, la vitesse de parcours de chaque troncon est
déterminée a I'aide des valeurs des attributs du trongon, qui sont 'objet de notre modele d’erreurs
d’attributs. Nous pouvons supposer pour simplifier les notations que les vitesses de chaque
troncon sont enregistrées dans un attribut unique.

Nous étudions la qualité des résultats de I'application en considérant la probabilité que I'erreur
relative en temps sur le trajet complet dépasse un seuil fixé. En notant avec un indice R les
grandeurs calculées dans la référence, et un indice D celles calculées dans le jeu de données,
Perreur relative en temps s’écrit :

TR — TD
TR
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soit, en faisant apparaitre les K troncons et les longueurs et les vitesses :
k
‘Ziﬂli A/Vgi =1/ Vp;

k
‘ Dl Vei ‘

Or nous cherchons a estimer la probabilité

{

TR _TD

qui est la somme des deux probabilités

1
+P ) 1 ———+77—]<0
z [VRI VDI VRI

Chacune des deux probabilités fait apparaitre les sommes de K variables indépendantes et
identiquement distribuées X; =(1/Vg; —1/Vp; —nx1/Vg;) et Y; =@/Vg —1/Vp; + nx1/Vg;),

pondérée par les longueurs. Si nous centrons les variables, notre probabilité d’erreur devient

P kz“li(xi —E(X}))> —E(xl)ili
i=1

i=1

K K
+PI Y LY —E()>-EM)D L |,
i=1 i=1

ce qui fait apparaitre des probabilités de grandes déviations. Pour estimer chacune de ces deux
probabilités, nous proposons d’utiliser des résultats asymptotiques : nous supposons que le
nombre de trongons K tend vers 'infini, et utilisons des développements de grandes déviations.
Comme dans la pratique K est fixé, cette approche nécessite que le développement utilisé
converge suffisamment vite pour qu’il soit précis avec des valeurs de k relativement petites.
Nous verrons que cette contrainte nécessite d’utiliser des développements exacts, par opposition
aux développements du logarithme de ces probabilités.

3.2 Cas d’un trajet de longueur aléatoire

Pour un tel itinéraire composé de N trongons, nous notons Ty (resp. Tp) le temps de parcours

calculé a l'aide de la référence (resp. du jeu de données). Nous voulons étudier la probabilité que
Perreur relative en temps dépasse un seuil 7. Indicant par i les grandeurs se rapportant au iéme

trongon, cette probabilité s’écrit avec les longueurs |; et les vitesses V; :

k
1 1 1
P[ >77J=P ZII(W—E— V j>0 +P ZI (——E+Uv—j<0 .

i=1
Pour chacune de ces deux probabilités, les lois des N variables indépendantes et équidistribuées
(@/Vg; —1/Vp; £ x1/Vgi) se calculent a l'aide d'un modéle d’erreurs d’attributs, la vitesse de

TR _TD

R

chaque troncon étant calculée a l'aide des valeurs des attributs. Nous pouvons estimer ces
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probabilités par des développements de grandes déviations pour des lois composées de variables
discretes pondérées.

Le modele d’erreurs d’attributs fait I'objet de la section suivante.

4. Modéles d’erreurs d’attributs

Les objets géographiques de la base de données ont leurs caractéristiques décrites par des
attributs. On recense tout d’abord les erreurs présentes, pour pouvoir proposer un modele
paramétrique d’erreur.

On s’intéresse a un attribut énuméré a ayant K modalités. On considére N objets correctement
appariés entre la référence et le jeu de données, c’est-a-dire des objets décrivant la méme réalité.
On note alors :

- N; (resp. n;) le nombre d’'objets ayant la modalité i dans la référence (resp. dans le jeu de
données), avec i =0 pour les attributs non renseignés ;

- Ngj (resp. Njp) le nombre d'objets ayant la modalité j dans le jeu de données et étant non
renseignés dans la référence (resp. nombre d’objets ayant la modalité i dans la référence et
étant non renseignés dans le jeu de données) ;

- N i le nombre d’objets ayant la modalité i dans la référence et | dans le jeu de données.

Un objet géographique aura pour l'attribut a une valeur r e {1,..., K} dans la référence et une
valeur d e {l,..., K} dans le jeu de données. Nous décrirons cet état par (r,d). Il faut ajouter la

possibilité pour un objet d’avoir son attribut non renseigné dans I'une des deux bases. On parle
d’excédent si la valeur de lattribut est déterminée dans le jeu de données et non dans la
référence, et de déficit dans le cas contraire. Ces excédents (resp. déficits) sont notés par (0,d) si

lattribut n’est pas renseigné dans la référence et vaut d dans le jeu de données (resp. (r,0) si
Pattribut vaut r dans la référence et n’est pas renseigné dans le jeu de données).

Les observations dont on dispose sont les couples (r,d) pour les objets communs aux deux bases

et correctement appariés, c’est-a-dire les objets décrivant la méme réalité. Ce sont des réalisations
d’'une variable aléatoire X =(R,D). Nous supposons qu’il y a indépendance entre les erreurs

commises sur tous les objets. La loi de probabilité décrivant la valeur de lattribut A dans les
deux bases (loi de X ) est une loi discréte p définie par une matrice (Pyg)o<r g<k avec:

P(X =(r,d))=p,q v(r,d)e{0,...,K}?.

Nous pouvons avancer un certain nombre d’hypothéses simplificatrices pour réduire le nombre de
parameétres du modéle. Ces hypotheses, indispensables, doivent avoir une justification
géographique. Nous nous ramenons ainsi a un cadre paramétrique raisonnable. Nous proposons
deux hypothéses différentes, qui nous serviront de base de travail, en fonction de la nature de
Pattribut étudié. Nous écrivons ensuite une paramétrisation des modéles, en remarquant que :

P((R,D)=(r,d))=P(R=r)P(D=d|R=r) v(r,d)efo,....K}? (1)

La quantité P(R=r) décrit la répartition des valeurs d’attribut dans la référence. Cette
probabilité peut étre estimée par la valeur N, /N . La quantité P(D=d|R =r) est la probabilité
que lattribut ait la valeur d dans le jeu de données alors qu’il a la valeur r dans la référence.
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4.1 Cas uniforme

Supposons qu'une erreur dans le jeu de données pour une valeur d'un attribut se répartisse
uniformément parmi les valeurs possibles de l'attribut. Par exemple un objet O de valeur
d’attribut r dans la référence voit sa valeur d’attribut dans le jeu de données mal codée, avec une
égale probabilité d’erreur entre les autres valeurs possibles, y compris 'absence de valeur notée 0.

Cette hypothése se traduit par :

P, Sid=r

_ , V(r,d)e0,...,K}?. ©@)
p, sinon

P((R, D)=(r,d))={

Les coefficients d'une méme ligne sont tous égaux, a I'exception de la diagonale. Remarquons que
cette hypothése pour r =0 signifie qu'un attribut dont la valeur est in-déterminée peut avoir par
erreur une valeur, avec équiprobabilité entre les différentes valeurs.

Ce modeéle impose de définir 2(K +1) coefficients. Un choix naturel est de poser :
N,
Prr =(1-6,) N

N ’
- r r
pr ?_

vrefo,...,K} 3

SN

Le nombre de parameétres peut encore étre extrémement réduit en faisant par exemple
I'hypothése de 'égalité des 6, (un seul paramétre), ou en retenant un parametre pour la ligne r

pour laquelle N, est le plus grand (valeur de l'attribut la plus représentée), et un parameétre pour

les autres lignes.

4.2 Cas tridiagonal

L’hypothése précédente n’est pas forcément pertinente pour tous les attributs, en particulier
lorsqu’on a remarqué que les valeurs d'un attribut sont généralement ordonnées de fagon logique.
Prenons I'exemple de T'attribut Nombre total de voies, qui peut prendre les valeurs Inconnu, I
voie, 2 voies, 3 voies, 4 voies, 2 voies larges, Plus de 4 voies. On constate qu'une route a 3 voies par
exemple, en cas d’erreur, est plus probablement codée en 2 voies ou 4 voies qu'une autre valeur.
Cela nous améne a proposer des structures de matrices concentrées sur la diagonale, que nous
nommons tridiagonales. Ces structures sont assez fideles aux matrices de confusion estimées par
le controle qualité effectué en production.

Ecrivons la structure d’une loi de probabilité a structure tridiagonale. On ne va garder que la
diagonale, et les coefficients juste au-dessus et au-dessous de cette diagonale. On obtient donc :

Poo Por O
Pio P11 Pz O
p=| 0 py P . . (4)

0

Si on ajoute une hypothese semblable a celle du cas uniforme, la relation Py_1) = Py (k1)

vk e {1, L, K- 1} réduit encore le nombre de paramétres.
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Remarquons qu’un tel modeéle ne permet pas de prendre en compte les déficits et les excédents.
On peut toutefois étendre le modéle tridiagonal en ajoutant une colonne et une ligne pour les
intégrer.

Le cas tridiagonal uniforme nécessite aussi 2(K +1) coefficients. Un raisonnement identique au

précédent, avec un aménagement pour la premiére et la derniére ligne conduit a proposer :

N
P =A-60,)  Vre{0,.. K}
6 N,
Prryy = Presny =7 Vel K-1f
N
pmzeowo

N
Pk-nk =0k TK

®)

Nous pouvons de méme réduire le nombre de parameétres en faisant par exemple I’hypothése de
I'identité des 6,, ou en conservant deux parameétres comme nous le proposons pour le cas

uniforme.

4.3 Estimation des modéles pour un attribut a K modalités

Nous reprenons maintenant le cadre général, avec les déficits et les excédents. Nous allons
donner les estimateurs du maximum de vraisemblance des parametres des lois sans détailler les
calculs, car ils sont identiques a ceux du cas a deux modalités présenté plus haut.

Dans le cas d’une loi a un paramétre €, en faisant 'hypothése tridiagonale, on obtient, avec les
mémes notations :

K-1
G Nop + zk:l(N kk-1) T Nksny) + Nk k) ©

K K1
D oNkc+Nog + D7 - (Nygeeyy + Niggagy + Niegy

On obtient pour le cas uniforme un résultat similaire :

K
~ N — Nkk
0= ZK:O (7)
N
5. Grandes déviations pour des sommes pondérées de
variables i.i.d
Soit X = X4, X5,... une suite de variables i.i.d non dégénérées centrées définies sur une grille,

soit {ank :1<k<n,1<n <oo} un tableau triangulaire de réels positifs vérifiant zkzlaﬁk =1, et

soit € wun réel strictement positif. Nous étudions ici la probabilité P(S, >cA,, avec
n n

Sy = zk=1ank X et A, = zk=1ank , en supposant que a, /a, € Q pour tout k et pour tout I,

ce qui assure que S, est définie sur une grille. Nous supposons aussi que E(X 2) =1 et notons

F(x) la fonction de répartition de X , et ¢(t)=E(e™) sa fonction génératrice des moments. Les
deux conditions suivantes sont classiques ([5]) :

6 Insee - Actes des Journées de Méthodologie Statistique 2005



Condition 1. Il existe deux réels a et@, 0<a <1, 0<8 <1, tels que, pour tout N assez grand, au
moinsan des a,, sont supérieurs ou égaux d 0o, ou o, = max{ank 11<k < n}.

Condition II. ¢(t) est finie sur 32 (-B,B), pour un B>0, la fonction Q=¢'l ¢ prend la valeur

. -1~-1 ~
— enunpoint, etBy =07Q " (-5) € 3.

Posons Yo =an Xy —Canc, Hpy (¥) = F(yan +¢), do () =e "™ g(ha).

Soit _ H, définie par dH (y) =% dH  (y) pour tout 0<h< BO‘El et Yoq,Ynp,... une suite

. L . o o 3 n o
de variables aléatoires indépendantes distribuées selon H . Posons S, =zk_1Ynk, et

H,(y)=P(S, <Y). Avec ces notations, nous obtenons par une extension du cas i.i.d (voir par
exemple [1] ou [6]) :
Lemme 1.

P(Sy >CcA,)=e " {f[qﬁ(hank)} I (h)
k=1

avecln(h)zhj.o e—“y[ﬁ;(y)—ﬁn(O) dy, Ho(y) et Hp=1[H,(0+H,(y-)] si y est sur un
noeud de la grille, et I:; =H,(y) sinon.

Observons que les conditions I et IT ont été introduites pour assurer I'existence d’'une suite de
réels {hn :1<n< oo} tels que E(S,(h,))=0 et que Var(S,(h,)) soit uniformément bornée pour

tout n. Nous approchons alors ﬁ; , et donc I, a aide d’'un théoréme central limite local pour

tableau triangulaire de variables aléatoires discretes réelles :

Théoréme 1. Pour tout N soit X.,...,X,, N variables aléatoires indépendantes centrées, de

. . . . n . . , ..
fonctions de répartition F . SoitS, = Zkzlxnk et E(Sﬁ) = Sﬁ. Soit F, la fonction de répartition
de S,Is,, N la fonction de répartition d'une gaussienne centrée réduite et n sa densité.
Supposons de plus que S,, est définie sur une grille et que :

(i) cn<s§<Cn,avec c>0e C>0;

(i) E(X r?k) est uniformément bornée pour tout N et pour tout K ;

(n) 1
alors Fq (X)# =W(X)+%(1_X2)”(X)+ n 2 r,(x)
S

n
(n) _N\" 3 . , # .
avec fi, —Zk_lE(Xnk) et 1, (x) — 0 uniformément en X quand n— o, F, étant la convolution de F,

par la distribution triangulaire sur [~ d,, /2,d,, /2], avec d,, le pas de grille de S,,.

Remarquons que ﬁf et ﬁ; coincident aux points K + %dn , Vk € Z. Nous obtenons ainsi :

Théoréme 2. Supposons I et II. Soit h, solution de léquation E(S,(h,))=0. Posons

g2 =VarS,(h,) et d, pas de grillede S, . Alors, quand N —> o,

Ner En (1—e_h"d" k=1

La preuve de ce théoréeme est donnée dans [3].

1 d, o~fhdn hch |: n :|
P(Sh2CAy) = )e " T T (nan | L+ o)
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6. Grandes déviations pour lois composées

Le probléeme s’écrit a 'aide d'une loi composée de la forme

N
Y=ZaNiXi ®)

i=1
avec les X; des variables aléatoires i.i.d de loi X, et les ay, des variables aléatoires, a priori

indépendantes de X;, pour laquelle il faut établir un développement de grandes déviations. On
est dans le cas de la détermination d’une probabilité du type

P >y),

y étant un seuil donné. On peut alors considérer les asymptotiques y—> o0, ou bien E(N)—> .

C’est généralement la premiére des deux qui fait I'objet des études sur le sujet. Pour comprendre
Pasymptotique y—> o0, il faut s’intéresser a la facon dont est établi le développement. Comme

dans le cas d'une somme ordinaire, on peut effectuer une transformation de point-selle, et obtenir
une nouvelle somme de la forme

N

2 X

i=1

Pour l'asymptotique y—> o, h—> 17, =Sup{t:¢(t) <oo}, ce qui nous permet de distinguer quatre
cas :
1. Si N est a support fini, soit pour un Ke {0,1,...} P(N=k)=0 Vk>K et
P(N =K)>0, alors quand y— o, N} devient concentrée en K ;

2.Si N est a support infini, et &(t) = E(e™) <00 Vt, alors E(Np)—> o quand y—> o, et on
est dans le cas ou un effet TCL a lieu (identique au cas classique) ;

3. Si N est a support infini et &£(t) =0 Vt>t; pour un O0<ty <o (avec &(t) <o pour
t <ty), alors quand y— o, h—hy défini par |Og(¢(h0)) =1, ,et il n’y a pas d’effet TCL.

L’asymptotique E(N)— o provoquera dans tous les cas un effet TCL.

6.1 Asymptotique E(N)— o
Soit X = X4, X5,... une suite de variables aléatoires i.i.d non dégénérées, soit a;,a,,... une suite
de réels positifs, soit o = max{ak }< o, et soit C une constante réelle positive. Nous considérons

N N . » . . N . . .
Sy =Zi_laiXi, ou N est une variable aléatoire discréte suivant une loi de Poisson de

N . qeis
paramétre A, nous notons Ay =Zi_1ai, et étudions le comportement de la probabilité

P(Sy >CcAy) quand E(N)— oo . Nous supposons que E(X)=0 et que E(X 2) =1. Nous notons
F(X)=P(X <x) la fonction de répartition de X, 4(t)=E(e™) la fonction génératrice des
moments de X et gg (t)= E(e™V) la fonction génératrice des moments de Sy - Nous notons

E()=E@N).Soit Y =Sy — Ay et ¢y (1) =E(e").

Nous imposons une condition de régularité sur la suite a;.
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Condition I’ Il existe & et 8 avec 0<a <1, 0<@ <1, tels que pour tout N, au moins ondes ay,
1<k <n, sont supérieurs ou égaux a fo .

Posons Q(t)=¢'(t)/ #(t) pour te R. Remarquons que Q est croissante et que 'image de Q est

I'enveloppe convexe du support de X . Nous imposons une extension naturelle de la condition de
Cramer :

Condition IT ¢(t) est finie sur 7 o (—B,B), pour un B >0, la fonction Q =¢'/¢ prend la valeur

c . _pn-1A-1(c
—7 enun point, et Bo=60"Q (ﬁ) er.

Notons que si X est une loi absolument continue, Sy n’est pas continue a cause d'une masse

Po =P(N =0) en 0. On écrira dans ce cas que

P(Sy >cAy)=P(Sy >CcAy IN>0)P(N >0
N N
=P| > a;X;>c) a (L po).
i=1 i=1
avec P(N =k)=(1- po) " g
pour k=12,.... Dans ce cas, on pose Y ZZi’ilai X; et E(etY~) =(1- po)_l((éy (t)— pg) - Dans la
suite de la démonstration, le lecteur remplacera Y par Y siY nest pas treillis.

Si X est une variable treillis et il existe au moins un rapport a;/a; non rationnel, alors Sy

n’est pas une variable treillis. Nous imposons donc la condition suivante :

Condition III Les a; sont tels que Sy est une variable treillis de pas d .

Nous calculons une expression explicite de ¢y (t) en fonction des py =P(N =Kk), de ¢°et des a;:

0 k
by O =EE M) =EEE M INY =3 pi[ [e gt ©)

k=0 i=1
et constatons que, sous les conditions I et II, ¢y (h) est finie pour tout h vérifiant |h| <Bot..

Nous effectuons la transformation exponentielle suivante, en notant H. la fonction de

répartition de Y :
hx

dH g, (x) = e ,
dH ¢y (h)

pour 0<h<Bo ™. Soit Y}, une variable aléatoire distribuée suivant H,.

Nous pouvons énoncer notre théoreme :
Théoréme 3. Supposons que les conditions I’ et Il sont vérifiées. Soit ¢ >0 fixé et hsolution de I’équation
E(Y,)=0. Posons 52 =Var(Y,) et uz= E(Yh3). Supposons de plus que y3/53—>0. Alors, quand
E(N)—>ow, s—>o et
1 1
P(Sn >CAN):_E(¢Y (h) — po) (1 +0())

Jor

si X n’est pas treillis, et
de—hd

1
Jor s@-e™)

si X esttreillis et la condition 111 est vérifiée, avec d pas de lagrille de Sy .

P(Sn >CAy) = ¢y () 1+ 0(1)

Développement pour de grandes déviations pour des sommes pondérées 9



6.2 Asymptotique y— o

Nous présentons dans cette section un théoréme similaire a celul présenté précédemment, mais
pour Pasymptotique y—> 0.

Soit X =X, X,,... une suite de variables aléatoires i.i.d non dégénérées, soit {ak 1k =1,2,...}

une suite de réels positifs, et soit Y wune constante réelle positive. Nous considérons
Y =zi:aixi, ou N est une variable aléatoire discréte, et étudions le comportement de la
probabilité P(Y >y) quand y—>o. Nous supposons que E(X)=0 et que E(X?)=1. Nous
notons F(x)=P(X <X) la fonction de répartition de X, #(t) = E(etX ) la fonction génératrice des

moments de X, et ¢y (t) = E(etY) la fonction génératrice des moments de Y . Nous notons

E(t)=E(@"N).Soit Z=Y -y, et notons ¢, (t)=E(e%)=eYg, ().

Nous imposons la méme condition de régularité sur les a,; que dans le cas de sommes classiques.

Nous notons o; =minf{a, } et o, =max{a, }

Condition I’ Il existe & et 8 avec 0<a <1, 0<@ <1, tels que pour tout N, au moins ondes ay,
1<k <n, sont supérieurs ou égaux & 0o, . De plus, ; >0.

Posons Q(t)=¢'(t)/ #(t) pour teR. Remarquons que Q est croissante et que I'image de Q est
I’enveloppe convexe du support de X .

Condition IT" X; est telle que Sup{t:¢(t)<oo}=+oo, et son support contient des valeurs
strictement positives.

Notons que si X est une loi absolument continue, Y n’est pas continue a cause d'une masse
Ppo=P(N=0) en 0. On
P(Y>0=P(Y >y|N>0)P(N >0) écrira dans ce cas que

N
=P Zaixi >y |- po)
i=1
avec
P(N =k)=(L-po) " P
pour k=1,2,.... Dans ce cas, on pose szi:aixi et E(etY)z(l— po)_l(¢y (t) - pg). Dans la

suite de la démonstration, le lecteur remplacera Y par Y siY nest pas treillis.

Si X est une variable treillis et il existe au moins un rapport a; /a j non rationnel, alors Y n’est

pas une variable treillis. Nous imposons donc la condition suivante :

Condition III Les a; sont tels que Y est une variable treillis de pas d .

Nous calculons une expression explicite de ¢y (t) en fonction des py =P(N =k), de ¢ et des a,; :

0 k
d ) =EE)=EEE"IN)= p ] 4@t (10)

k=0 i=1
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et constatons que, sous les conditions I et II, @y (h) est finie pour tout h assez grand.. Nous
effectuons la transformation exponentielle suivante, en notant H.qla fonction de répartition de
Z .

dH g, e

dHe =0,

Soit Y, une variable aléatoire distribuée suivant Hg,. Nous écrirons Y, sous la forme

Y, = z Xpi — Y et notons wy; la fonction caractéristique de Xy; .

Nous pouvons énoncer nos théorémes :

Théoréme 4. Supposons que les conditions I’ et II sont vérifiées. Soit hsolution de Iéquation
E(Y,)=0. Posons s2 =Var(Y,), uz= E(Yr?) et Uy = E(Yh4). Supposons de plus que

(us —10/1352)/55 =0(1/s%), que (uy —35%)/s* =0@1/s?), et que h/s—0quand y— . Alors,
quand Yy — ©,

P(Y>y)= e (¢ (h) = po) (1 +0(D),

r o

si X n'est pas treillis et‘a)hj (é’)‘ <1-6(5,a) VjVk pour as>¢ >5>0,et

de—hd

J;_ﬂ ey (o),

P(YY>y)=

si X est treillis et la condition III est vérifiée, avec d pas de la grillede Y .

Les preuves de ces théoremes sont données dans [4].

7. Mise en oeuvre des modéles

7.1 Itinéraire de longueur fixe

Nous reprenons ici 'application de [2]. Nous avons appliqué notre modélisation et notre théoréme
a Géoroute, une base de données de 'IGN. Nous avons testé I'égalité des 0, dans le modele

uniforme pour la zone considérée, et obtenu des valeurs comprises entre 3 et 6 % selon la zone
géographique considérée.

Les trongons de route dans les zones d’étude sont de longueur de l'ordre de 50 metres, et nous
avons posé comme vitesses dans le modele v; =50 km/h et v, =20 km/h, en fonction de la nature

du troncon de route renseignée par ses attributs. La répartition entre trongons rapides et
trongons lents a été estimée a Ny /N =0.3 et N, /N =0.7. Ainsi, la loi des variables X; et Y; est

entiérement déterminée :
P(Xl :_77/V1)= P(Yl =_77/V1)=(1_0)N1/N
P(Xy=-n1vy)=P(Y, =—n/v,)=(1-6)N, /N
P(Xy=@—=n)/vy =1/v)=P(Y; =(=1-13) /vy +1/v;) =ONy

I1 faut noter que E(X;)<0 et E(Y;)<O.

Développement pour de grandes déviations pour des sommes pondérées 11



Nous utilisons le théoréme de grandes déviations pour des sommes pondérées en réécrivant les
n n
longueurs |, =1*a, avec Zi=1a§i =1, A, =zi=1am ,etenposant X =X, et Y=Y, :
T =T
p||-R— DIy n|=
TR

1 d0e MR ﬁ (X) (p(X)
e E(X)A ¢ (hMa ) | (L+0()
/—27[ Ergx)(l—e_h’(‘X)dy)) n L n ni
(Y)q(Y)
1 d (e dn B Y (Y
+ em E(Y)A ¢ (hMa ) | (1L+0(). (11)
/—27[ ErEY)(l—e’th)déY)) n g n - “%ni

(X)

La fonction génératrice des moments ¢ of X est donnée par la formule :

¢(X)(t) = (1_9)(N1 / N)e(—ﬂlvl)t + (1—0)(N2 / N)e(—ry/vz)t n
«9(N1/N)e((1"7)"’1‘1"’2)t +0(N, /N) Ne (&m)/v2-1iv)t

. . e e . Y \ 7
On obtient une expression similaire pour o) , et tous les parameétres sont calculés
numériquement.

La figure 1 donne les résultats de ce modéle appliqué a un itinéraire comportant 30 trongons.
Dans le graphe du haut, € (taux d’erreur dans les données) varie de 3% a 7%, avec une seuil
d’erreur admissible 77 = 5%, et dans le graphe du bas 7 varie de 4% a 10% avec un taux d’erreur
dans la base de données € = 5%. Ces mémes probabilités ont également été estimées par
simulation de Monte-Carlo avec 10000 tirages.

L’estimation logarithmique donne la probabilité :

log P(ilm (X; - E(xi))>—E(X)ilniJ > WPIECOA, + 106 (1Vay)
i=1

i=1 i=1
qui, bien que trés simple, ne convient manifestement pas pour notre application.

Nous avons testé la qualité de notre approximation avec une simulation de Monte-Carlo sur des
données réelles. Nous avons calculé avec un algorithme de plus court chemin le temps de parcours
de 20 itinéraires avec la base de données, et avec des bases de données bruitées. Pour chaque
niveau de bruit &, nous avons généré 1000 bases de données bruitées indépendantes, calculé le
temps de parcours des 20 itinéraires d’intérét, et estimé ainsi empiriquement la queue de
distribution de (Tg —Tp)/Tg pour chacun des 20 itinéraires. Comme les itinéraires comportent
entre 30 et 50 troncons, nous donnons pour chaque niveau d’erreur le résultat de notre
approximation de grandes déviations avec N = 30 et tous les troncons de méme longueur. Nous
présentons les résultats de cette étude en figure 2. Les erreurs réelles de temps de trajet estimées
par Monte-Carlo sont majorées trés correctement par notre méthode.
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Figure 1 - Probabilité que I'erreur dépasse un seuil 7 en fonction de 8 avec 77 = 5% (haut) et en
fonction de 1 avec € = 5% (bas)

7.2 Itinéraire de longueur aléatoire

Pour notre application, le probleme s’écrit :

N N N N
PI Y aniX;>c) ay [+P| D ayX;>c' D ay |,
< < — 2

et donc 'asymptotique s'impose d’elle méme. On considére donc que E(N)—>o , et on peut
appliquer directement les résultats de la section précédente.

Pour appliquer cette méthodologie a la base de données routiéres Géoroute de I'IGN, nous avons
travaillé sur un itinéraire autoroutier type. Nous avons testé I'égalité des O, et estimé le

paramétre 6 a l'aide de 'estimateur du maximum de vraisemblance.
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Figure 2 - Probabilité que I'erreur dépasse un seuil 7 = 5% en fonction de 8, avec 8 = 3%, 4%,
5%, 6% et 7% pour 20 itinéraires simulés

Ce paramétre 6 est de l'ordre de 5% sur notre jeu test. Nous avons ensuite choisi le paramétre
E(N) =500, ce qui représente un parcours de 250 km environ, et appliqué le développement de

grandes déviations. La vitesse de parcours de chaque troncon est de 60 km/h sur nationale ou de
120 km/h sur autoroute. Enfin, la répartition entre nationales et autoroutes dans la base de
référence a été estimée a 9/10 et 1/10. Les résultats sont présentés dans les deux graphiques de la
figure 3.

Notons toutefois qu'au prix d’hypothéses sur les variables ay;, nous pouvons nous ramener dans
le cadre de résultats classiques. A toute valeur K prise par la variable aléatoire N correspond un
tableau de variables aléatoires ayq,...,ay . La taille de ces tableaux est une variable aléatoire de
loi N. Dans notre application géographique, les a,;sont proportionnelles aux longueurs des

trongons de route. Nous supposons dans cette section que le nombre de trongons N suit une loi de
Poisson de paramétre A.

Nous pouvons envisager le cas ou les ay; sont indépendantes de N et i.i.d de méme loi qu'une
variable a, et ne prennent qu’'un nombre fini r de valeurs l,...,|,. Notons que cette derniere

condition est toujours vérifiée dans la pratique, car les trongons de la base de données ne peuvent
mesurer quun nombre fini de longueurs, puisque les longueurs dans une base de données sont
stockées avec une précision finie (au meétre pres par exemple). Ces hypothéses reviennent a dire
que quel que soit I'itinéraire considéré et quelle que soit sa taille, il contient en moyenne la méme
proportion de trongons de chaque longueur. Nous notons pj=P(a=1;), 1<j<r, et la loi

composée de (8) s’écrit :

r Ny
Y= X
k=1i=1
les X; étant des variables aléatoires discrétes indépendantes et de loi P, (ona X = I, X, les

X, étant iid V(i,k), et les Ny,1<k<r suivant des lois de Poisson de paramétres A =Ap

avec ZLzl/ik =1.
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Figure 3 - Probabilité de dépassement d’'un seuil d’erreur relative 77 en fonction de 8 avec n = 6%
(haut) et en fonction de 77 avec 8 = 5% (bas)

La transformée de Laplace de Y s’écrit alors :
P (1) = E(etY )= ezlizl_/lk (1-¢(1i1))
C - =

oA T s

.. . N . . .
On constate que Y a la méme distribution que ZH X, avec N variable suivant une loi de

Poisson de paramétre A et X; mélange fini de loi P = lezl% P -
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Les résultats de la littérature pour les lois composées Poisson sont applicables tels quels. Il faut
vérifier que la queue de distribution de P vérifie certaines propriétés. Dans notre cas, P est une
loi treillis a support borné et donc vérifie la proposition 7.2.5 page 197 de [7]. Ainsi nous pouvons
écrire, quand y—> o :

N -h
N e (h)e™

P E X2y |= 1 1),

k=1 i=1 i =Y x/27zac(1—e’h)( +od) (12)

avec h solution de I'équation

r
A
Ay g )=y
k=1 A
et

)
o? =/127klkz¢”(lkh).
k=1

Nous obtenons le méme résultat pour 'asymptotique A —> o, comme le note Jensen page 193 [7].

8. Approximations de queues de distribution

L’approximation de queue de distribution par la méthode des grandes déviations, dont nous
donnons une application géographique dans cet article, n’est bien sir pas la seule approche
possible. Cependant, nous voulons donner pour conclure sur sa qualité un exemple trés simple qui
llustre les avantages et désavantages de diverses approximations de lois.

Considérons le cas d’'une variable aléatoire N de loi binémiale de parametres N = 10000 et p =
0;0001. On a alors bien sir E(N)=1. Cette variable N peut étre approchée de différentes

manieres : approximations Poisson et Normale, développement de grades déviations (GD),
simulation de Monte-Carlo (MC), méthode d’Abramowitz et Segun (AS).

La figure 4 donne les valeurs de P(N >na), calculée par les différentes approximations retenues,

avec Le parameéetre a a en abscisse. L’approximation de grandes déviations donne nettement les
meilleurs résultats (par rapport a Monte-Carlo qui sert de référence), dés que l'on s’éloigne de
I'espérance.

CLOWEE

ooz —

oL —

CusET —

LS —

oz

oosn -

oamys -

L —

L ———— T T T T T

D80 E | A% 0d 1LG0e (S D6Se 003 1 7000d 175008 1800003 185005 1 S0 G 10%e B 200e- 005

o

AT ML
ol — AX
iy

Figure 4 - Approximations de P(N >na), avec N loi bindmiale et a variant de 0,00015 & 0,0002
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