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Définition et problématique

Domaine = sous-population a (taille N,) de U

Na 1 Na. D)

Ya= ZYl et Ya:—ZYi .
i=1 Ngi=1

Echantillon s tiré dans U (plan complexe).

Trois catégories d’estimateurs

e Estimateurs directs : aucune information utilisée
hors du domaine :

e Estimateurs _indirects _avec _modélisation
implicite : s’appuient sur un modele de
comportement reliant le domaine au reste de la

population U ;




Le « modele » porte sur des données agrégeées et il
nNny a pas dautre aléa que celui de
I’échantillonnage : I'approche reste descriptive.

Estimateurs indirects avec modélisation
explicite: s'appuient sur un modele de

comportement sur U utilisant des variables
auxiliaires  explicatives et une composante
stochastique classique (modeles linéaires mixtes).

Ou est le probleme ?

= Pas dans le bhiais !

Estimateur direct « de base » (Horvitz-Thompson) :

R Y
Yo= ¥ —
: ieSaHi

S, =SMa (taille ny)

SANS BIAIS

Echantillonnage a probabilités égales et de taille
fixe :

Ya=N-—=-y3 = IQa-ya

= Mais dans la variance :

Ny

EQM (Y, )=V (Y,) = o(ij



PETIT domaine < n, est PETIT

Exemple du tirage aléatoire simple |

e Conditionnel :

2 2
A n Ny 1S3
VIY | N.2 _a
[ a‘na] ( n) [ N jna

e NON conditionnel :

Vi s )

N

QUE FAIRE 7?77

Mise en garde :

Ne pas confondre avec l'estimation de la part que le
domaine représente dans la population U:

Na

P, q

N .
Wa estimé par P, =

et V(y)=0()



Estimateurs directs
« par laregression »

X information auxiliaire dans RP.

On pose
Vi=12,...,Ny: Y; =Bl - X; +U;

oi  B] =(BL,B2,....BP)dans RP.

Ug 0'12 0
U 2

et Var :2 =Q= 2
Un 0 ON

Le parametre B, optimum (critere des moindres

carrés) est B, , estimé par :




L’estimateur par la régression du total Y, est alors
défini par :

YAReg,a :YAa +|-3’; '(Xa _Xa)

En pratique on trouve 2 cas :

XieR P et aiz est constant,

ou

e XjeR et aiz prop a Xj, soit O'i2=(72°xi.

Cas 1
T -1
5 | 5 Xi Xi . XY
? iesy L1 iesy L
Cas 2
SY T
ies, Ya A
q = = ( By €R)
zxi/Hl Xa
iesy
. Y,
— YReg q = Xa - (RATIO)



Le « grand » résultat :

1/ YAReg,a sans biais sin, assez grand (ny =507?)
guelle que soit la « qualité » de la liaison ;

= Il n'y a pas de dépendance envers le « modéle ».

2/ Toujours si h, « assez grand » :

V<YAReg,a)zV(UAa):V[_ 2 IL—JIIJ
€S,y |

ou Ui =Yi—§; XI

Conclusion : si N, « assez grand » et si le caractere

explicatif de X; est fort, \?Reg’a peut étre compatible
avec I'objectif de précision.



Estimateurs indirects
avec modélisation implicite

Il y a deux classes d’estimateurs de ce type :

e Les estimateurs synthétiques

e Les estimateurs composites

|) Les estimateurs synthétigues

Justification de I'estimateur synthétique : croire a un
modele descriptif du type

paramétre sur a = parameétre sur U

A) Estimateurs synthétiques sans info auxiliaire:

N

Cas du tirage aléatoire simple : Y5 syy = Nj.y



N

ngrand = Biais = E(Ya,SYN )—Ya ~Ng.(Y =Y,)

Modele implicite Y =Y,

EQM (¥, sy )= Na2 1 \L@ + (-Y)? )]

. Y
varie en 1/n ne dépend pas de n

FAIBLE S| LE MODELE EST
(A PEU PRES) VERIFIE

N

Nota : Y, syn est calculable méme sing =0 !l

B) Estimateurs synthétiques avec info auxiliaire:

Y, + Bl (X, - X,)

YReg,a

X1By+(Vy—Bl - Xy

a
v

YT

Aq

A4 est « petit » devant X; L3>a et vaut O dans les
cas « habituels ».

Pour stabiliser YAReg,a on remplace I§a par B :



N

5 T
YaREGSYN = X3 B

X xT )
avec éz(_z "j

-1
. ~ Xi-Xi XY
estimant B=| ¥ 5 2 5
ieU Oj ieU Oj

!
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EQM (Y’\a,REGSYN )“ [Xg (B-B, )]2

+ fonction de 1/n

Deux déclinaisons de I'estimateur synthétique de
type régression, lorsque Xj e R :
e CAS1:

H
Yi = Z/lh(xilieh)+ui ,VarUi :Gﬁ'xi siieh
h=1

11



N

A H Yh

YaREGSYN = 2 Xah = -
h=1 Xh

Modéle implicite pour tout h :

'thi Y
| : _ _
ica _ igh ! Yah _ Yh
in in Xah Xh
!eh ieh
lea
e CAS 2: Xi =1
R H \fh
YaregsYN = = Nan =—
h=1 Nh

Nh estime la taille de la sous-population h.

12



Modéle implicite pour tout h :
Yah = Yh

Cas du tirage aléatoire simple = estimateur synthétique

de type post-stratifié :
~ H
Ya,REGSYN = X Nah - ¥h

B 1
Yh=—2Y
nh I€SH

N

’ B 2
EQM (Ya,REGSYN )= Lél'\' ah (Y = Yan )} +

PEUT-ON JUGER DU BIAIS ?

Plutdot NON : il ne semble pas possible d'estimer de
maniére stable les EQM des estimateurs directs. Le
probléme est que Y, est inconnu !!!

Cependant, on obtient un estimateur (presque) sans
biais en formant :

13



EQM (YAa,SYN )5 (YAa,SYN _YAa )2 _V(YAa)

et \7(\?61) fourni par un logiciel adequat (Poulpe ?).

Suggestion : si on considere m domaines « pas
trop » differents,

2
NigEQM(YAa,SYN)z%aglé(?a,SYN ~Ya) DS i\7(:’:1)

Une derniere tentative pour supprimer le biais...

? Pourquoi pas :
~ ~ AT -
Ya,REGSYN =Ya + B (Xa ~ Xa)
Il est (presque) sans biais si n est grand . Cependant
~ N A
V(Ya,REGSYN )zV(Ya -B - Xa)“V((Da)
1
=0( )
na
ou (Di :Yi — ngi

Il peut néanmoins étre intéressant si N, « tout petit » et
gue le caractere explicatif de X est fort.
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II) Les estimateurs composites :

\faD . un estimateur direct

\faSYN . un estimateur synthétique

YAa,COMP = @, -YAaD +(1_¢a )-YAaSYN ou ¢, € [0’1]

On module ainsi les poids des estimateurs directs
(biais faible, forte variance) et synthetique (biais,
faible variance).

A) Estimateur composite optimum :

Si on minimise 'EQM en ¢,, on trouve

1

OPTI )= 01
#a(OPTI) i F ([0.1])
7D
avec F, = EQM gYSE:( N)
EQM VS )
Propriété 1 :
L EMBe) 1

~ MIN(EQM(YL ), EQMIYSYN )) ™ 2



Propriété 2 :
Si Max(0,2- ¢, (OPTIl)—1)< ¢, < Min(1,2¢,(OPTI))

alors
EQM (Vs comp )< MinEQM 7,2 | EQM (V™ )

Il faut estimer ¢, (OPTI ), par exemple par
EOM (Y‘aSYN)
~ ~ 2

(YaD _ySN )

On souffre de I'instabilité de cette estimation !

Ja(0PTI) -

B) Estimateur dépendant de la taille de I’échantillon :

ldée : retrouver un estimateur direct lorsque n, est
« assez grand », c’est-a-dire lorsque

A 1
N,= > —
: leSy L1;
est grand. Par exemple:
1 siN, >5-N,

N

Fa

7a=| Na G\ <s.N,
5.N,

16



Exemple du sondage aléatoire simple avec 0 =1.:

N

~ : N
* Ya,comp =Yy ,sing 2 n'Wa

A N n N Ny }\osyn .
oY = —— 2 +[1-——2 Y2 sinon
a,COMP (n N ] [ n N J a

ATTENTION : il faut quand méme N, « assez grand ».

Dans la littérature, on trouve par exemple

YAa,COMP:¢a'[|§T'Xa+Ea[YA BT U (1 ¢a)( )

a
avec ¢, =1 si N, >N,
A N2
N n
_[aj si Ny <N,
Na

C) Estimateur dit « de James-Stein »

Contexte :

e On s'intéresse a m domaines ; a variede lam;

e || existe une fonction g telle que éa = g(\faD)et
éa — N (63, ¥a)

Y, = variance d’échantillonnage de 6,, connue.

17



e On dispose de valeurs «a priori » @ supposées

proches des 6, :

- information totalement externe, ou tirée d'une
enquéte passeée ;

- estimation construite a partir d’informations
auxiliaires z, (de dimension p):

00 =zl pou p=(2"2)tz"6

avec zT =(21,22,...,zm) matrice pxm

Au minimum : p=letz,=1
] o 1 m.
— Vadelam: 6, =— X0,
Ma=1
Soit le critere de qualité :
2
~ m ~
R(6.0)= ZE(0,-6,)

a=1

Supposons (simplification) : ¥, =¥

Exemple des proportions : 6, = g(P, )= Arcsin(,/P; )

18



—> Estimateurs dits « de James-Stein »

O 35 =00 + [1—'?11} (9 ~62

m 2
2) 0
avec S = Z(&a —Ha)
a=1
m-—2 si les (92 sont exogenes ;

: 0 . ) z .
K—|M-p-2 siles &, sontissus d’une régression

sur z, (de dimension p).

Cela impose une borne minimale pour m.

Cet estimateur :
= est (tres) facile a calculer ;
= s’écrit aussi

b5 -0 (1 b3s )
K-¥

ou ¢?JS =1- (ne dépend pas de a)

Propriété 1 :

R(@,QAJS)S R(H,é) pour tout 4.

19



Propriété 2 :

R(&,é):m-T.

Or on montre :
(m—2)*w?

R(0,055 )< m¥ -
) (m-2)¥+ 5[0, ~62)

a=1

Si 63 =0, = R(@,éjs)z 2W': trés fort gain si m est
grand (départements, ZUS).

L’estimation de James-Stein a aussi des faiblesses.

e Sila fonction g n’est pas l'identité, la dominance de

Yais =0 _1(9&35 ) sur \?aD n'est pas assurée.

e Le critere de qualité est global : pas de garantie au
niveau d’'un domaine donné (certains ¢, jg pourront

étre moins bons que le 6,).

20



) Un__complément intéressant pour
estimer des effectifs : la méthode de
préservation des structures :

A t, comment estimer les effectifs de a vérifiant les
modalités d’'une variable qualitative X donnée sion a:

= Les effectifs (éventuellement estimés) N, ,, dans

a qui verifiaient, a une date antérieure tp, la
modalité u de X etla modalité v de Z

(origine : RP ou fichier administratif) ;

N

= A la date t, des estimations (fiables) M, ,, des
effectifs croisant u et v (donc sur I'ensemble des
domaines). L’actualisation de M, ,, est notée

Na,uv-

m
Mew = X Mgy et Mg ye =X Mgy
a=1 v

L m 2
Minimiser > ZZ(Na,uv _Xa,uv) /Na,uv
a=1lu v

sous contraintes X X5 yy =M,y Vu et Vv
a

21



Oou encore .
Na,uv

m
Minimiser > 22 Ngylog
a=lu v a,uv

sous contraintes ¥ Xz uy = M,y

a
La solution est :
_ |\Ia,uv N
Xauv = X Mg yy
|\|o,uv
Puis
N
a a,uv ~
IV'a,u- =2 ><|Vlo,uv
v |\Io,uv

Si E( I\7I,’uv ) = M, v (généralement verifié) et si, pour
tout U et pour tout v :

M a,uv

M N
ne dépend pas (peu) de a < — = = 200

!

I\Ia,uv Na uv I\Ia',uv

alors M, ,,, est sans biais de Mg .

Cet estimateur M a.ue €St de type synthetique et

V(Mgay.)=0
>n,

a=

—> fort gain si m grand.

22



Extension possible si on connait M, ,,

Na,uv

m
Minimiser > 22 Ng - Log
a=luv Xa,uv
(Y Xauv = M, 4y pour tout (u,v)
a

Sous contraintes - ~
2 Xauv = M a,ee
L u,v

Pas de solution analytiqgue : nécessite un algorithme
iteratif de type « raking ratio » (la fonction objectif n'est
pas dans Calmar!).

23



Estimateurs indirects
avec modélisation explicite

On distingue :
e 2 grandes catégories de modeles :
- Les modeles au niveau du domaine ;

- Les modeles au niveau des individus.

e 3 stratégies principales :
- Les estimateurs sans biais linéaires optimaux ;
- Les estimateurs optimaux ;

- Les estimateurs « Bayésiens hiérarchiques » .

On s’intéresse toujours a m_domaines : a varie de 1 a
m : c’est seulement dans ce contexte qu’on « tirera de la
force » d’'une modélisation.

24



) Les estimateurs sans biais
optimaux linéaires (SBOL) :

A) Théorie générale :

Y =X[+2Zv+e

Y :vecteur observé de taille n
X : matrice nx p (connue)
S :vecteur inconnu de taille p — effets FIXES

Z : matrice nx h (connue)
V :vecteur aléatoire de taille h (inobservé)
— effets ALEATOIRES

e : vecteur aléatoire de taille n (inobservé)

Modeéle linéaire mixte

E(e)=0 et E(v)=0
e et v sont indépendants

V(v)=G(s)  (onnotera G)
V(e)=R(5) (on notera R)

ol 5=(61,62,..6)

25



On cherche a prédire la valeur de la variable aléatoire
,u:IT,B+mTV (e R)

ou | et m sont des vecteurs parfaitement connus. On
cherchera (Y étant observé):

f=a'-Y+b
ol a et b sont des vecteurs parfaitement déterministes.
On va imposer :

E(a—pu)=0

en minimisant :
E(f - )

On obtient, apres calculs, I'estimateur « SBOL » :

—1
alsoL = (1T -m"G 2TV X X TV Ix [ xTv L 4mTG 2TV

bspoL =0
avec V=V(Y)=V(ZV)+V(e)=2GZ' +R
Le prédicteur optimum est noté a7 = asgoLY +bspol -

Ecriture intéressante :
At =1TgemT |6 2TV - xp)

~

ol F=(xTvix|" xTvly

Terme entre crochets = prédicteur (optimum) de V.

26



Souvent o estinconnu : il faut I'estimer et le remplacer
par 6 = estimateur empirique « ESBOL ».

On peut utiliser (par exemple) :
e La méthode des moments ;

e |’estimation du maximum de vraisemblance (EMV),
mais il faut postuler une loi pour € et V.

- Complexité algorithmique, et difficulté a estimer 'TEQM
(mais c’est possible !).

- La PROC MIXED de SAS fournit I'estimateur ESBOL a
partir des parameétres estimés (,8,5) par EMV , ainsi

que EOM (2" (5.5)).

B) Application au cas d’'une modélisation au niveau
du domaine (modele de Fay et Herriot) :

Pour chacun des m domaines, on dispose d’une
information auxiliaire z € RP au niveau « domaine ».

Oy = g(Ya)
On postule, pour tout a:
0. — T
2 =Za P +by vy
ot S eRP inconnu, b, réel connu et v, variable
aléatoire (« effet aléatoire » propre au domaine)

vérifiant ;
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E(vy)=0 et V(v,)=0?

Les e, sont supposes mutuellement indépendants dans
le modele de base (c’est plus ou moins acceptable).

A noter : il n’y a pas d’hypothese de loi de v,.

Par ailleurs, on a observé un estimateur (direct) de 6,,

Fa

noté 6,

Fa

0, =0, +e,

e, = erreur d’échantillonnage, supposée sans biais, de
variance estimee Y .

Les e, sont supposés mutuellement independants dans
le modele de base. Alors

0, :z;,B+bava+ea

On considerera v, et e, comme indépendantes.

Le parametre a& temoigne d'une variabilité de type
«inter » domaines: b, -v, traduit la spécificité du
domaine a par rapport aux autres, hors effet de z.

Au contraire, i, lié a la variabilité « intra » domaines.

C’est un modele linéaire mixte,

qui méle 2 natures d’aléas

28



On s’intéresse a
T
O; =25 B +byV,

c’est-a-dire a My = I;,B + mg Vg

avec |, =25 etbhy =my

L’estimateur SBOL de 6, est :

A H T 5 2) T 5
0z :Za18+7/a(9a_zaﬂ

L b2 . o2 _ Variance (b,V, )
® y, +b252 Variance (b,V,)+Variance (e, )
T 1% 5
et f=|y ala | §  Zala
~ 2 2 ~ 2 2

ici 5=02 (5eR).
On peut considérer I'ecriture alternative de éa'f' ;

éall_l =7a 'éa +(1_7a)Z;B
L ——

Estimateur Estimateur
direct synthétique

29



7, €01 = éa est un estimateur composite de 6,

*Si b, est petit ou/et si 0'3 est petit = l'influence de v,

est faible = 676'{' est «presque » l'estimateur
synthétique.

* Si Y, est faible, 7, tend vers 1 et I'estimateur direct
reprend 'avantage.

Avec seulement I'aléa de sondage, cet estimateur
- est convergent (ng — Nj)

- est biaisé !

Le biais disparait si on considere les 2 aléas.

-1
Za

ZaZa

A~ m
EQM(HE;._| )ZVaLPa"'(l_?/a)ZZ; 2 2 9
a=1¥, + o, b;

=yaVa + O(l) =7V, si mgrand
m

EQM (6)
EQM (6,)

— =7a

Conclusion : si y,petit = gain important.
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Comme 03 est inconnu, il faut l'estimer et utiliser

'estimateur ESBOL : on sait faire (moments, EMV en
postulant une loi,...), mais c’est assez complique.

Les estimateurs SBOL et ESBOL ont néanmoins le
meérite d’associer « harmonieusement » les deux
grandes approches de I'estimation / prédiction :

- l'approche sondage (pas de dépendance
envers un modele de comportement)

- l'approche classique par modélisation (le
modele de comportement est déterminant).

en donnant priorité a celle qui semble la plus fiable.

NOTA : On peut étendre toute cette méthodologie a des
modeles plus sophistiqués, par exemple :

e Modeles de corrélation spatiale :
Cov (vy,V, )= -e#dab (@, B) e R?

Autre approche : (2, étant un « voisinage » de a,

Valivp, b # a}—>9v£p- > Vi ,03]

beQ,

31



e Modeles temporels

~

Oat = Oat + €4t
- T
Oat = g(Yat): Zat B +DgVa +U

avec Uyt = p-Ugt1 + €at

C) Application au cas d’'une modélisation au niveau
individuel

T
Yai=Xgai B+Vyt+ey;

avec E(eaii):O et V(ea’i):(ka,i)z-ag

En écriture matricielle, pour tout a (de 1 a m):

Ya=Xaf+Va -1y, +6

Il faut distinguer deux cas de figure selon la valeur N :
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CAS 1:

C’est le cas favorable ou N, est grand : dans ce cas

Ny
ea—z;

15
Nq

Donc le parametre a estimer est le réel
V2 T
Ya=Ha = Xg f+Vy

On retrouve le modele au niveau domaine !
L’estimateur SBOL de Y, est

Apres calculs, on aboutit a :



~

R B _ o\ = _
ﬂ; =7a{y;+(xa_xé) ﬁ}*’(l_?/a)xgﬂ

Partie (pseudo) directe Partie synthetique

ou

]
~ T A AT
ﬂ:( > Aai - XgiXai—7a AaXa X3 ) '

iesy

Iy J—)
( 2. ﬁa,ixa,i 'Ya,i —VataXa 'Ya)

€S,
) 1
Xa :/1—_2 Aaji - Xaji
ae €Sy
) 1
Ya :/1— Y AaiYai
ae 1€Sy
oy
7/8. — 2
2  Og
oy +-o
Ase

avec Ay :]7/ kg’i et Age = 2 A

lesy
0'5 petit = modéle bien ajusté = partie synthétique
prime

Aae Orand < = N, grand = partie directe prime
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Avec seulement l'aléa de sondage, si ky;j#1, cet

estimateur n’a pas de bonnes propriétes (biais, non

convergent) : mais les poids de sondage n’interviennent
pas...

C’est bien dépendant du modéle

CAS 2:

N, est « petit». On a

Ya=13"Ya +(1_ fa)yélc

ou y; = moyenne des Y ; sur tous les individus a
qui ne sont PAS dans S,.

] _*
|l faut alors predire y,, selon :

~*H l T & _ %l ~ —_
YVa = X (Xaif+Va)=Xy B+V,

Nag —Ng i2Sy

)T; _ Nalif_a__:a)_(a
a a

valeur connue

On obtient, apres calculs :
-~ _* T ~ _*T ~
Al = faya + (- fa){?’a(yé +[Xa—_z§) ﬂ}r(l—?/a)xa 'ﬂ}

connu direct synthétique
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Il faut in fine estimer Gez et 03 (tres compliqué - mais la

PROC MIXED de SAS donne les EMV) et aboutir a
'TESBOL.
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)  Les estimateurs optimaux

A) Principe général et démarche d’ensemble :
On veut :
- que l'optimum soit « absolu » ;

- que la théorie s’applique aussi aux variables
gualitatives ;

C’'est possible avec une modélisation, mais en
contrepartie il faut une hypothése sur les lois de e et
dev.

* Théoréme central (rappel):

Pour prédire une variable aléatoire  au moyen d'une

variable aléatoire Y, le prédicteur optimum au sens de
I'erreur quadratique est

F(1)= ELu¥]
Alors pour tout g, ona  E[g(Y)—u]? = E[f(Y)- u]?

Si Y=XB+2Zv+e, si wu=1"-B+m'.v
(f est fixe, inconnu, mais VvV est une variable aléatoire)
et que (v, e) suit une loi de Gauss, alors on trouve

f(Y)=1"g+m'Gz"v Y - XB)
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* Démarche & suivre

a/ Soit

» Ladensitéde 1 : f(u;Ay)
= Ladensité de Y sachant u : f(Y\y : /11)

b/ Par la formule de Bayes

F(Y]ps a) fu5 22)
FE(Y | A0)- £ (s 20 )du

FY 5 A1, 2)=

c/ Puis

AP = E(uY s 0, 40) =T - F(ulY s g, 20

C’est le prédicteur optimum théorique (incalculable en
général car on ne connait pas Ay ni Ay).

d/ On estime (4,1, ) a partir de
POV A A2) =T (Y]a s A)- f (w22 )du

par une methode quelconque (par exemple le maximum
de vraisemblance).

e/ On obtient (21,22) et on termine en calculant
(Y A dy) = 27T

dit abusivement estimateur « Bayésien empirique ».
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B) Application au cas des variables qualitatives :
parameétre de type « proportion »,

Objectif :  estimer des vraies proportions P,; qui

traduisent limportance d'une sous population D
(proportion de chdmeurs dans la ZUS a, par exemple).

Soit : Yoi =1 si(a,i)eD
=0 sinon

On distingue :
= Soit (cas 1) Yai— B(1,Py )

= Soit (cas 2) Yai ™ @(1, I:)a,i)

On aura donc bien compris que les lois de Gauss en
sont pas adaptées au contexte !!!

Limitons nous au cas 1

On suppose les Y, ; indépendants d'un individu a I'autre
dans un domaine donne.

Ya= % Yai - Y, = B(ny,P,)

iesy

u =P, (aprédire) et Y =Y, (observe)

Nota : pas de poids de sondage : peu importe la
methode de tirage de s;.
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A partir de la, on peut imaginer

nombre de modéles sur P, !!!

e Exemple 1 : P, suit une loi béta (0!,,3)

((Pasen )=y O PE P

Comme on a

(AN WLIRRL Vi

a

on déduit (etape b /)

. Tla+p+ng) a+Ya—lr o ng—Ya+f-1
f(Pa‘Ya ’a’ﬂ)_r(a+Ya)F(na—Ya+,b’) Pa (1 Pa) a 'a
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Prédicteur optimum (étape c /) :

BOPT —E(PyY, s, B)= 22

ng+a+pf

L’étape d / fournit la loi marginale de Y, ( « béta ») :

o0 B)= Na | T(a+p) .F(a+Ya)'F(ﬂ+na_Ya)
(i) (YajF(a)T(ﬂ) [(a+p+ny)

Pa

Dou «a et [, estimateurs du maximum de

vraisemblance.

Pas de solutions analytigues = utilisation
d’algorithmes convergents. On aboutit au prédicteur
optimum empirique :

POPTI _ Ya+ta
n,+a+p

Il est possible aussi d’obtenir des estimateurs de «
et S selon la méthode des moments. Dans ce cas,

on verifie que la solution conduit a :

POPTI =7a" Pa +(1_7;a)° p

Direct Synthétique

n

AN ~ m a A
ou P= 2 —-Pa
a=1 N

Pa=—2  clod]
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Nota: la variance d’échantillonnage n’intervient
jamais dans 7,, ce qui est un atout treés appréciable

(et qui n'avait pas lieu avec les modeles linéaires
mixtes).

» Exemple 2 : P, suit une loi LOGIT

P
Log —2—=pu+v
g 1-p, H Vg
. : - 2
ou V, suit une loi W(O,O' )
PAS d’ expression analytique de FA’aOPTI 1)

On peut néanmoins traiter la question par une méthode
approchée s’appuyant sur des simulations et sur la loi
des grands nombres.

C) Application au cas des risques relatifs

On cherche a prédire le parametre (« risque relatif »)

P, = proportion d'une population donnée au

sein du domaine ;
P = proportion d’'une population donnée au sein

de la population entiére U.

L’effectif Y, est observé dans I'échantillon. On note
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m
AR

_ a=1
Ta =Na-~ o

2. Ny

a=1

(proche de n,.P)

T4 est considére comme fixé.
On suppose  Y,|0, — Poisson(z,.0,)
On suppose 6, — Gamma(«, f), soit

(0. )= rlzio)l}'(gﬁ)»)@g_l(l—ﬁa)ﬂ_l

Alors on montre Y, — Gamma(a +Y,, S +174). Dol

GOPT! Yata
aE =T L7
at+p

apres estimation de a de f. Si on utilise des
estimateurs des moments « bien choisis », on obtient :
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Pa N

HOPTI ~ ~
01 E =740 +(1=75)-0
Direct Synthétique

m .
>.75.0,

a=1

m
2Ty
a=1

~

ou 0 =

~ Ta
e O’l .
Va T4 ~ [ ]

D) Retour au cas du modele de Fay et Herrict

On reprend le modele de Fay et Herriot en introduisant
une hypothese de normalité, soit :

Fa

0, =0, +¢e, avec e, — N(0,¥,)
0, = z;ﬂ+bava avec Vy —>W(O,O'3J

On veérifie
A 2 AOPTI
(0414 ; 8.08 ) (2P 72, )
. blo2
ou Ta= 5 5
byoy +'¥,

¥, est supposé connu, et
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éaopTI = E{‘ga éa ;IB’U\?JZVaéa +(1_7a)2;,3‘

Pour estimer S et 03 on utilise :

N

b, > w2l p.b20? + )

Par EMV, on obtient /3 et 63. Finalement :

AOPTI _ ~ A ~ T 5
Oae =7ala +(1-72)25 B
C’est le méme estimateur que 'ESBOL (donc il y a une
robustesse a I'hypothese de normalité) !
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IIl) Les estimateurs « Bayésiens
hiérarchiques » :

Approche partant de la précédente, et ajoutant une
étape : on suppose que les paramétres (Ag,4,)
suivent une loi que l'on se fixe A PRIORI, soit

f(A,42).
Par Bayes :

(Y, [ A0, Ap) f(4,22)
FE(Y, 1Ag, 25 ) £ (A, A2 )dud 2

f (e, A, A0l )=

f (Y 7, \ A, /12) . VOIr estimateurs optimaux

Dénominateur : c'est la densité de Y : généralement
incalculable analytiguement ! = utiliser des techniques
de simulation par chaines de Markov (algorithmes de
Gibbs, algorithme de Metropolis) .

Finalement, on obtient la densité « A POSTERIORI »
FulY )= F (A, A)Y W2

puis on termine par
E(uY) = "

dit estimateur « Bayésien hiérarchique ».
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Conclusion

L’estimation sur petits domaines :

e Reste dépendante de modeles: pas de miracle!

Comme on a peu dinformation locale, il faut
compter sur des modeles pour aller en chercher
ailleurs...

e La gualité des hypotheses portées par les modeles
est (tres) difficile a apprécier. C’est néanmoins plus
facile avec une approche par modélisation explicite
(criteres de choix de modeles et criteres de qualité).

e Semble mal prise en compte par les logiciels !

e On a tres peu d’expérience en France sur ces
guestions plutét complexes.

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk
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