
Panorama des principales méthodes  
d’estimation sur petits domaines 

Aspects théoriques 

 

Pascal ARDILLY 

INSEE - UMS 

 
 
 
 
 
 
 
 

Table des matières 
 
Introduction 
1 Contexte 
2 Objectif et premières notations 
3 Sources d’information et compléments de notation 
4 Concept d’erreur en sondage 
5 Estimation de la taille de population d’un domaine avec un sondage aléatoire simple 
6 Qu’est-ce qu’un petit domaine ? 
7 Grandes catégories d’estimateurs et plan du document 
 
Estimation directe 
1 L’estimateur de Horvitz-Thompson 

1.1. Estimation du total 
1.2. Estimation de la moyenne 

2 L’estimateur par la régression 
2.1. Formulation générale 
2.2. Formulations spécifiques 

3 L’estimateur par calage  
 
Estimation indirecte avec modélisation implicite 
1. Principe de base de cette approche 
2. L’estimation synthétique 

2.1. En l’absence d’information auxiliaire 
2.2. En présence d’information auxiliaire 

2.2.1. L’estimateur synthétique de type régression : formulation générale 
2.2.2. Quelques déclinaisons de l'estimateur synthétique de type régression 
2.2.3. Un nouvel estimateur  corrigeant le biais de l’estimateur synthétique 
2.2.4. Estimation d’effectifs par la méthode de préservation des structures 



2.3. Le problème de l'estimation de la qualité des estimateurs synthétiques 
3. L’estimation composite 

3.1. Principe général 
3.2. L’estimateur composite optimum 
3.3. Les estimateurs dépendant de la taille de l’échantillon 
3.4. Les estimateurs dits « de James-Stein » 
3.5. Les méthodes spécifiques aux estimations de population 

3.5.1. La méthode de modélisation des flux démographiques 
3.5.2. Les méthodes utilisant une régression 

 
Estimation indirecte avec modélisation explicite 
1. Principe de base de cette approche 
2. Présentation des principaux modèles utilisés 

2.1. Les modèles conçus au niveau « domaine » 
2.1.1. Le modèle de Fay et Herriot 
2.1.2. Modèle de corrélation spatiale 
2.1.3. Modèles temporels 

2.2. Les modèles conçus au niveau « individu »  
2.2.1. Formulation générale 
2.2.2. Modèle adapté à l’existence d’un effet de grappe 
2.2.3. Modèle dit « à deux niveaux » 
2.2.4. Modèles pour variables qualitatives ou pour variables de comptage 

3. La classe des estimateurs sans biais optimums et linéaires (SBOL et ESBOL) 
3.1. Présentation générale de l’estimation « SBOL » 

3.1.1. Formulation de l’estimateur 
3.1.2. Expression de l’erreur de l’estimateur SBOL 

3.2. Présentation générale de l’estimation empirique « ESBOL » 
3.2.1. Estimation du paramètre des matrices de variance-covariance 
3.2.2. Qualité de l’estimateur ESBOL  

3.3. Les estimations « SBOL » et « ESBOL » appliquées au modèle de Fay et Herriot 
3.3.1. Expression de l’estimateur SBOL 
3.3.2. Qualité de l’estimateur SBOL 
3.3.3. Estimateur ESBOL 

3.4. Les estimations « SBOL » et « ESBOL » appliquées aux modèles conçus au niveau   
       « individu »  

3.4.1. Expression de l’estimateur SBOL 
3.4.2. Estimation des variances intervenant dans le modèle 
3.4.3. Estimateur ESBOL 

4. La classe des prédicteurs optimums (dits « Bayésiens empiriques ») 
4.1. Présentation générale du concept et de la méthode 
4.2. Application au cas du modèle de Fay et Herrict 
4.3. Cas du modèle linéaire mixte à variance bloc diagonale 
4.4. Cas des variables qualitatives : paramètre de type « proportion » 
4.5. Cas des variables qualitatives : paramètre de type « risque relatif » 

5. La classe des prédicteurs Bayésiens hiérarchiques 
6. L’approche par la prédiction 
7. Eléments sur la qualité des estimations 
 
Conclusion 
Bibliographie 
 
 

Insee - Actes des Journées de Méthodologie Statistique 2005 2



Introduction 
 
 

1. Contexte : 
 
Dans toutes les enquêtes par sondage, on rencontre par définition des erreurs d’échantillonnage : 
elles traduisent le fait que les estimations issues des données collectées dépendent de 
l’échantillon tiré. L’erreur d’échantillonnage est conditionnée par de nombreux paramètres mais 
l’un d'eux, fondamental, est la taille de l’échantillon : lorsque cette taille est faible, il y a un fort 
risque de mauvaise qualité des estimations ! Une telle situation se rencontre dès lors que l’on 
s’intéresse à des sous-populations, parfois même dans le cadre de grosses enquêtes, car la taille de 
l’échantillon qui va conditionner la qualité de l’estimation est celle qui concerne la sous-
population étudiée. La suite de ce document s’intéresse aux estimations produites à partir de ces 
sous-populations, appelées « domaines », en particulier lorsque les tailles d’échantillon recoupant 
ces sous-populations sont faibles. On parle alors de « petits domaines » 
 
Dans la pratique, les exemples de petits domaines sont légion. C’est en particulier le contexte 
qu’offrent les enquêtes ménages à l’Insee pour tout paramètre défini sur une région1, un 
département, une unité urbaine, voire même une commune. La sous-population n’est d’ailleurs 
pas nécessairement définie par des critères géographiques : ce peut être une catégorie 
socioprofessionnelle donnée, une tranche d’age, une nationalité, un niveau de diplôme, etc. Ainsi, 
estimer le revenu moyen des ménages en Bourgogne, le taux de chômage en ZUS, le taux de 
chômage des moins de 25 ans, le montant total d’une allocation versée aux personnes souffrant 
d’une déficience mentale, ou encore la proportion de logements locatifs dans le parc des logements 
de 6 pièces ou plus, sont des problèmes d’estimation sur petits domaines. 
. 
 

2. Objectif et premières notations : 
 
On s’intéresse à l’estimation d’un total, d’une moyenne ou d’un pourcentage définis sur le 
domaine appelé  (le domaine est souvent une zone géographique, d’où le choix de " " pour 
"aire"). La variable d’intérêt est notée 

a a
Y , et l’individu est repéré par son identifiant i  (qui va 

donc indexer Y ). On note  la taille de la population totale, et  la taille du domaine . Les 

paramètres à estimer grâce à l’enquête sont : 

N aN a

 

∑
=

=
aN

i
ia YY

1
                 et                   ∑

=
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aN

i
i

a
a Y
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respectivement vrai total et vraie moyenne sur le domaine . Lorsque la variable  vaut 1 si i  

vérifie une propriété donnée (exemple : sexe masculin et âge < 50 ans) et 0 sinon, le paramètre 
devient la proportion des individus du domaine qui vérifient la propriété en question (ici le 
pourcentage d’hommes de moins de 50 ans au sein du domaine). 

a iY

 
Savoir estimer correctement un total va permettre d’estimer toutes les fonctions de totaux, même 
si elles sont complexes. En effet, une méthode simple consiste à considérer le paramètre complexe 
et à substituer les estimateurs aux vrais totaux : pour estimer  
 

),...,,( 21 p
aaaa YYYf=θ  

on forme      )ˆ,...,ˆ,ˆ(ˆ 21 p
aaaa YYYf=θ

 

                                                      
1 Sauf les très grosses enquêtes, comme l’enquête Emploi - où la région n’est plus assimilée à un petit domaine. 
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L’opération introduit ainsi un biais qui lui est propre, mais on montre qu’à moins de manipuler 
des échantillons extrêmement petits, ce biais là reste une composante négligeable de l’erreur 
totale. Ce qui suit permet donc l’estimation sur petits domaines, par exemple de ratios, de 
dispersions, de coefficients de corrélation ou encore de coefficients de régression. En revanche, les 
statistiques qui ne sont pas des fonctions de totaux ne relèvent pas de ce document, comme par 
exemple les quantiles et leurs satellites 
 
 

3. Sources d’informations et compléments de notation : 
 
On s’intéresse généralement à la technique d’estimation sur petits domaines lorsqu’on dispose de 
données d’enquête relatives au phénomène étudié : si tel n’est pas le cas, on doit compter 
seulement sur d’éventuels fichiers administratifs : soit ces fichiers contiennent l’information 
individuelle nécessaire et suffisante, auquel cas les méthodes à employer sont de nature 
comptable, soit ils ne la contiennent pas (ce qui correspond tout de même à la plupart des 
situations) et on ne peut pas obtenir l’estimation voulue.  
 
On considérera donc qu’on dispose d’un échantillon d’individus interrogés dans le cadre d’une 
enquête par sondage. Soit il s’agit de la seule source accessible, soit il est possible d’exploiter des 
sources exhaustives "ou presque" (comme les enquêtes annuelles de recensement de l’Insee) qui 
fournissent de l’information auxiliaire corrélée aux variables d’intérêt. Dans le premier cas, il y a 
peu de marge de manœuvre et on devra se contenter d’estimateurs assez "pauvres" - et 
vraisemblablement peu efficaces. Le second cas est heureusement beaucoup plus commun : c’est 
en effet en exploitant habilement l’information auxiliaire que l’on va pouvoir augmenter la qualité 
des estimations sur petits domaines. La réussite des opérations passera donc en premier lieu par 
le recensement des sources disponibles et par l’examen critique des variables susceptibles 
d’expliquer le phénomène étudié sur le domaine. 
 
L’échantillonnage dans la population globale U  va produire un échantillon , de taille n . La 
partie de cet échantillon qui recoupe le domaine a  sera noté  et sa taille . On a 

s
as an ,0 nna ≤≤  

et on notera qu’il est possible que le hasard conduise à 0=an  si le domaine est tout petit ou si  

est déjà petit. Comme le plan de sondage est a priori quelconque, un individu de  a une 
probabilité de sélection notée . On rappelle que la valeur 

n
i U

i∏ i∏  est choisie par le sondeur. En 

particulier avec un tirage aléatoire simple ou plus généralement avec tout échantillonnage de 
taille fixe à probabilités égales, on a  =  iΠ ./ Nn
 

U

s
(taille n)

a

sa
(taille na)
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4. Concepts d’erreur en sondage. 
 
La sensibilité d’un estimateur à l’échantillon tiré constitue une préoccupation tout à fait centrale 
dans la question du choix des estimateurs. Les concepts de qualité essentiels sont au nombre de 

trois. Si on note  la probabilité de tirer l’échantillon , si ( )sp s ( )sθ̂  est l’estimation obtenue à 

partir de  et si s θ  est la vraie valeur (inconnue, à estimer), on distingue : 
 

i) Le biais : ( ) ( ) ( ) θθθθ −⋅=− ∑ sspE
s

ˆˆ  

ii) La variance ( ) ( ) ( ) ( )( )22 ˆˆˆˆˆ θθθθθ EsspEEV
s

−=−= ∑  

iii) L’erreur quadratique moyenne ( ) ( ) ( )22ˆˆ biaisVarianceEEQM +=−= θθθ  
 
Le biais et la variance sont des indicateurs de natures différentes, puisque le premier mesure une 
tendance centrale et le second une dispersion. L’erreur quadratique moyenne est un concept 
général qui « mixte » biais et variance. S’il y a un seul indicateur à fournir pour caractériser la 
qualité d’un estimateur, c’est probablement ce dernier qu’il faut considérer. 
 
On peut aussi s’intéresser à une précision relative, définie comme le rapport de l’écart type 
d’échantillonnage (racine carrée de la variance) à la vraie valeur. C’est un indicateur appelé 
« coefficient de variation » : 

( ) ( )
θ

θ
θ

ˆˆ VCV =  

On a coutume de considérer qu’un CV inférieur à 5% correspond à une estimation satisfaisante. 
 
 

5. Estimation de la taille de population d’un domaine avec un 
sondage aléatoire simple : 

 
Nous avons vu au 2. que l’objectif consistait à estimer un total sur un domaine.  

L’estimation  de la taille d’un domaine  est un cas particulier d’estimation de total : 

il suffit de considérer la variable constante égale à « 1 » sur  pour s’en convaincre, 
puisque son vrai total sur le domaine vaut .  Cette question se traite immédiatement 

dans le cas d’un sondage aléatoire simple, si on se souvient qu’on estime sans biais toute 
proportion vraie par la proportion associée dans l’échantillon. Soit 

aN̂ a
a

aN

 

n
n

N
N aa =
ˆ

 

 
On sait également exprimer la variance de la proportion estimée (mettons que  est négligeable 
devant ) : 

n
N

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≈⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

N
N

N
N

nN
NV aaa 1..1ˆ

 

 

soit            ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≈

N
N

N
N

n
NNV aa

a 1..1.ˆ 2  
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Si le domaine est (très) petit alors N
Na  sera (très) petit. Comme souvent est (très) grand, on 

obtient des valeurs numériques de l’écart type de  tout à fait modestes. On a donc un 

sentiment de très bonne précision absolue - et cela est indiscutable (les intervalles de confiance 
ont effectivement une faible amplitude).  

n

aN̂

 
Il n’y a pas de piège ici, en revanche il y a une subtilité : si on raisonne en précision relative, donc 
en coefficient de variation, on obtient une conclusion inverse. En effet,  

( ) ( )
N
N

1.
)n(E

1
N
N

1.
N
N.

n
1

N
N̂V

N̂CV a

a

a

aa

a
a −≈−≈=  

 
si bien qu’un petit domaine va donner lieu à un (très) grand CV - sauf si la taille totale de 
l’échantillon  est très grande. Voici quelques tailles  nécessaires (et suffisantes) pour 
atteindre un CV de 5% (ce qui constitue une précision relative correcte, mais sans plus) en 

fonction de différentes valeurs de 

n n

N
NP a

a =  correspondant à des PCS recensées en 1990 (source 

RP1990) : 
 

PCS Clergé Cadres fonction 
publique 

Professions 
scientifiques 

Agriculteurs 
Exploitants 
Retraités 

Ouvriers 
Retraités 

 
Pa 0,001 0,005 0,01 0,02 0,05 
n 400 000 80 000 40 000 20 000 8 000 

 
 
6. Qu’est-ce qu’un petit domaine ? 
 
A partir de quand peut-on considérer qu’on a à faire à un « petit domaine » ? Il n’existe pas de 
définition dans l’absolu qui permette de qualifier indiscutablement de « petit » le domaine auquel 
on s’intéresse. Il s’agit plutôt d’une appréciation de circonstance, qui est intimement liée à la 
question de la précision. En fait, lorsqu’il cherche à estimer un paramètre, le statisticien a des 
concepts pour définir la précision - concepts présentés dans la partie 4 - et une cible quantitative 
(plus ou moins explicite…) pour chaque estimation calculée. Si l’estimation classique relative au 
domaine a une précision insuffisante par rapport à son objectif, on se trouve potentiellement en 
situation d’estimation sur petit domaine.  
 
Concrètement, pour une variable d’intérêt donnée, si on mesure la qualité par le coefficient de 
variation (qui est un très bon critère), on peut se fixer un seuil de coefficient de variation en deçà 
duquel l’estimation classique suffira et au-delà duquel on envisagera l’application de méthodes 
« petits domaines ». Par exemple - mais, encore une fois, cela reste à l’appréciation de chacun en 
fonction des objectifs de l’enquête - on considérera qu’il faut déclencher une estimation  « petits 
domaines » si le coefficient de variation dépasse 20%. Cela suppose évidemment que l’on soit en 
mesure d’estimer la précision des estimateurs que l’on construit, ce qui peut être un sérieux 
obstacle avec des plans de sondage complexes. 
 
 

7. Grandes catégories d’estimateurs et plan du document : 
 
On distingue trois grands types d’estimateurs : 

• Les estimateurs directs, dont la caractéristique est de ne pas faire appel à de l’information 
(collectée Y  ou auxiliaire X ) relative à des individus se situant hors du domaine. Cela ne 
signifie pas qu’il n’y ait pas d’information auxiliaire qui soit utilisée, mais cela signifie que si c’est 
le cas, cette information ne concerne que les individus du domaine étudié. 
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• Les estimateurs indirects construits à  partir de modèles implicites. Il s’agit là 
d’estimateurs dont l’expression même s’appuie, d’une façon ou d’une autre sur des hypothèses de 
comportement reliant le domaine au reste de la population. Ces estimateurs ont une qualité qui 
dépend de la validité du modèle, lequel traduit toujours une hypothèse du style "du point de vue 
de tel paramètre, le domaine et la population se comportent de la même façon". Par exemple, on 

postulera que la moyenne de Y sur le domaine, soit aY , est identique à la moyenne de Y sur 

l’ensemble de la population. Le modèle est qualifié d’implicite parce qu’il s’applique à un niveau 
"macro" : il concerne des paramètres et non des comportements individuels, et il ne fait pas 
intervenir de variable aléatoire. Il a donc pour caractéristique de résulter d’une approche 
purement descriptive. 

• Les estimateurs indirects construits à partir de modèles explicites. Dans cette catégorie, 
on trouve tout ce qui se fait à partir de la modélisation des paramètres des domaines en fonction, 
d’une part de variables explicatives conçues au niveau du domaine, et d’autre part d’un aléa (qui 
n’est pas du tout un aléa de sondage, mais une variable aléatoire de même nature que l’aléa de 

l’économètre). Par exemple, on postulera que la moyenne aY  est une combinaison linéaire de 

K variables explicatives  définies au niveau de chaque aire , cela à un aléa près. 

Eventuellement (mais pas nécessairement), on considérera que l’aléa suit une loi de nature 
connue (loi de Gauss par exemple). On peut aussi modéliser les comportements individuels, - donc 
à un niveau plus fin que le domaine - que l’on peut relier aux paramètres définis sur le domaine. 
Par exemple, on postulera qu’une grandeur individuelle quantitative Y , où  décrit le domaine 

d’intérêt, est une combinaison linéaire de variables explicatives individuelles , comprenant en 

particulier un effet propre au domaine, plus un aléa individuel qui regroupe tout ce qui n’est pas 

expliqué par ces . 

kΧ

i
k

k

a a

i

iX

iX
 
Cette classification n’est pas la seule envisageable bien sûr, mais nous l’avons retenue pour 
structurer la suite du document. 
 
Le choix de la méthode dépend ensuite de la nature de l’hypothèse que l’on souhaite faire (donc 
des risques que l’on est prêt à prendre) et de l’information auxiliaire dont on dispose, sans oublier 
les moyens et compétences disponibles pour appliquer la théorie associée. L’estimation directe (la 
voie la plus simple) est toujours techniquement possible, mais on voit bien que dans nombre de 
cas elle est très fragile, voire fantaisiste, si bien qu’elle fait office de dernier recours. L’estimation 
indirecte implicite peut également être choisie en toute circonstance mais elle ne prend son sens 
que si on est en mesure d’étayer (au moins un peu…) l’hypothèse qui sert de base à la méthode. 
Même si ce n’est pas une nécessité absolue pour appliquer cette approche, de fait on a besoin 
d’information auxiliaire pour rendre le modèle plus crédible (sans information auxiliaire, le 
modèle sera presque toujours trop fruste). Quant à l’estimation indirecte explicite, elle ne peut 
s’envisager qu’avec une information auxiliaire assez riche et actualisée, et des moyens humains et 
informatiques conséquents pour dérouler toute la procédure. C’est de loin l’approche la plus 
complexe techniquement et la plus coûteuse. Il n’est pas évident qu’elle soit in fine plus efficace 
que la méthode implicite, mais elle prend généralement l’avantage lorsqu’il s’agit d’apprécier la 
pertinence de la modélisation. 
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Estimation directe 
 
 

Il s’agit de construire un estimateur « correct » de  (ou de aY aY ) sans utiliser d’information 

« extérieure » au domaine de  : dans toute cette partie, seuls les individus de l’aire  sont 
impliqués dans la définition de l’estimateur. 

a a

 
Le problème essentiel posé par cette catégorie d’estimateurs est leur grande variance 
d’échantillonnage : en effet, lorsque  est petit,  sera vraisemblablement petit (sauf si 

l’échantillonnage a été conçu spécifiquement pour obtenir   suffisamment grand, mais ce n’est 

généralement pas le cas) et la variabilité de l’estimateur sera grande. La justification des 
extensions locales d’enquête s’appuie directement sur ce principe. Ainsi, pour une enquête 
nationale de 20 000 ménages par exemple, on trouvera 200 ménages dans un département 
« moyen », ce qui est très largement insuffisant pour produire n’importe quelle estimation selon 
l’approche « traditionnelle ». La mise en place d’une extension départementale augmentera de 
manière ciblée la taille d’échantillon. Même au niveau régional, la situation apparaît bien 
périlleuse, puisque avec 1000 logements

a an

an

2 les estimations régionales d’ensemble seront entachées 
d’une incertitude déjà conséquente3 et, surtout, on ne pourra pas raisonnablement prétendre faire 
la moindre exploitation sur des sous-populations au sein de cette région. Donc, là encore, 
l’extension régionale fournira une solution au problème.  
 
Ce phénomène de grande variance est malheureusement assez incontournable et, sauf si les  

ont une structure particulièrement favorable (par exemple une très faible dispersion naturelle 
alors que l’échantillonnage est équiprobable - prenons le cas de l’estimation du revenu moyen des 
fonctionnaires d’un grade donné au sein d’une région), il n’y a pas de miracle à attendre du 
contexte : avec peu d’information, on ne peut pas obtenir une estimation d’une grande qualité.  

iY

 
Ce discours doit cependant  resté modéré et on ne peut pas non plus écarter brutalement la piste 
de l’estimation directe : en effet, entre le tout petit domaine et la très grande population, il y a 
tout un dégradé de situations et pour des domaines "pas trop petits", l’estimation directe peut être 
malgré tout adaptée aux objectifs. Cela d’autant qu’il y a deux éléments à prendre en compte : 
d’une part il est possible, comme on va le voir, d’améliorer l’estimation directe avec de 
l’information auxiliaire pertinente, et d’autre part il faut raisonner en fonction d’objectifs de 
précision, lesquels ne sont pas nécessairement très ambitieux. Aussi, si on ne cherche pas une 
très faible variance mais seulement un ordre de grandeur du paramètre, l’estimation directe peut 
être une alternative acceptable. 
 
Parmi les estimateurs directs, on distingue essentiellement : 

- L’estimateur classique de Horvitz-Thompson ; 

- L’estimateur par la régression, et ses nombreuses variantes. 
 

 
 

                                                      
2 Dont il faudra extraire les seuls répondants ! 
3 Pour estimer une proportion de 50% avec un tirage aléatoire simple, on obtient avec 1000 répondants une incertitude de 
+/- 3 points de pourcentage avec 95 chances sur 100. 
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1. L’estimateur de Horvitz-Thompson : 
 
1.1  Estimation du total : 
 
Il consiste à retenir seulement les individus de  et à conserver les poids d’origine, utilisés, 

lorsque l’extrapolation porte sur la population tout entière. Pour estimer un total,  la pondération 
« primitive » pour de très nombreux plans de sondage

as

4 est égale à l’inverse de la probabilité de 
sélection, soit en l’absence de non-réponse : 

∑
∈ Π

=
asi i

i
a

YŶ  

 
Cet estimateur est sans biais du vrai total . Si l’échantillonnage est à probabilités égales et de 

taille fixe, on a 
aY

Nni =Π  et donc 

a
a

si
ia y

n
nNY

n
NY

a

⋅⋅== ∑
∈

ˆ  

où ay  est la moyenne simple des  valeurs  des individus de . Ces conditions sont assez 

souvent (approximativement) satisfaites quand on tire une enquête dans l’échantillon-maître ou 
dans l’EMEX

an iY as

5. Il est important de noter que  est an aléatoire : c’est le hasard qui fixe la valeur de 

 entre 0 et  (techniquement, si le sondage est aléatoire simple,  suit une loi 

hypergéométrique -sinon la loi de  est très complexe). S’il y a de la non-réponse totale, on 

continue à utiliser les poids (corrigés) des individus de . Ainsi, si on a estimé par  la 

probabilité de réponse (inconnue)  de , on a : 

an n an

an

as iR̂

iR i

∑
∈ ⋅Π

=
ari ii

i
a R

YY ˆ
ˆ  

où  est l’échantillon de répondants dans . Cet estimateur est légèrement biaisé en toute 

généralité parce que la probabilité de réponse vraie est inconnue. Dans le cas où le tirage est à 
probabilités égales et de taille fixe (

ar a

Nni =Π ) et que  est supposé constant (techniquement, 

 suit une loi de Bernoulli), on va estimer  par le taux de réponse empirique m/n où m est le 

nombre total de répondants, d’où : 

iR

iR iR

∑
∈

=
ari

ia Y
m
NŶ  

 
Sous la seule condition que  ne soit pas vide, on peut donc toujours produire un estimateur sans 

biais ou peu
ar

6 biaisé du total sur un domaine (petit ou non). On remarquera - ce qui peut être très 
appréciable - qu’il n’y a pas besoin de connaître la taille  du domaine. Concrètement, il faut 

partir des poids sans biais d’origine, corrigés de la non-réponse. S’il y a eu un redressement (par 
aN

                                                      
4 Pas pour tous, néanmoins. Par exemple pour le tirage en deux phases, ce n’est pas vrai. 
5 Echantillon-Maitre pour les EXtensions régionales : c’est une base de sondage de logements complémentaire à 
l’échantillon-maître, qui permet d’augmenter la taille des échantillons régionaux quand on effectue une extension 
régionale. 
6 On considère ici qu’on parvient à corriger « correctement » la non-réponse, donc à partir d’un modèle de réponse valide 
sur la population du domaine. En pratique, l’estimation des probabilités de réponse s’effectue d’après un modèle estimé en 
mobilisant l’ensemble de l’échantillon, et on fait ensuite l’hypothèse que le comportement est le même dans le domaine et 
dans l’ensemble de la population. 
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Calmar, par exemple), on considère les poids calés et on fabrique l’estimateur linéaire 
correspondant en se restreignant à l’échantillon répondant . ar
 
Du point de vue de la variance, on se trouve confronté aux problèmes traditionnels de calcul de 
précision, sur lesquels on ne revient pas ici. La non-réponse complique encore davantage les 
calculs. En supposant, pour simplifier, qu’il y  ait pas de non-réponse, on peut exprimer la vraie 

variance de  selon : aŶ

(1) ( )
( )

2

,
,2

1ˆ ∑
∈

∈∈ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

Π
−

Π
⋅∆⋅=

Uji
aj

j

j
ai

i

i
jia

YYYV 11  

 

où =  - (  est la probabilité de sélection conjointe de i  et ji ,∆ iΠ jΠ ji ,Π ji ,Π j ) et  vaut 1 si 

 est dans  et 0 sinon (variable dite "indicatrice" d'appartenance au domaine). Cette expression 
permet de voir qu'une faible variance s'obtient concrètement en imposant  proportionnel à 

, ce qui est fort difficile à assurer : en effet, 

ai∈1
i a

iΠ

aiiY ∈⋅1 aiiY ∈⋅1  vaut  si  est dans a  et 0 sinon, ce 

qui ne permet pas de bénéficier de conditions favorables de proportionnalité. Le cas « idéal » 
semble être celui où on choisit un système de probabilités d’inclusion 

iY i

iΠ  proportionnelles aux 

vraies valeurs  (c’est évidemment théorique, puisque les  sont inconnus…). Dans ce cas, en 

l’absence de non-réponse,  où 

iY iY

aa nKY ⋅=ˆ K  est la constante de proportionnalité entre  et iY iΠ . 

On peut vérifier que K  est égal à ( )aa nEY , c’est-à-dire : 

( ) a
a

a
a Y

nE
nY ⋅=ˆ  

Si la variable d’intérêt est la constante « 1 », on est dans la cadre de l’estimation de la taille  

du domaine, et on retrouve l’estimateur bien connu de  (voir 5. de l’introduction): 
aN

aN

aa n
n
NN ⋅=ˆ  

 
On identifie bien ici l’origine de la variabilité : c’est la taille aléatoire , qui est une cause 

« incompressible » de perte d’efficacité. La conclusion est donc que l’estimateur direct habituel 
formé à partir des poids de l’enquête est pénalisé (entre autres) par la variabilité de . 

an

an
 
L'estimation de variance s’effectue en utilisant un logiciel de calcul de précision, comme par 
exemple POULPE. Il n'y a pas de difficulté spécifique aux petits domaines car on constate que 
l'expression de variance théorique donnée ci-dessus est l'expression classique où  a été remplacé 

par . Concrètement, face à un problème d'estimation de variance sur un domaine , on va 

fabriquer une nouvelle variable 

iY

aiiY ∈1. a

iaii ZY =⋅ ∈1  et on va estimer la variance de ∑
∈

Π
si

iiZ , ce qui est 

une procédure classique (on se heurtera certes aux problèmes habituels en matière d’estimation 
de variance, mais il s’agit de difficultés directement causées par la complexité de 
l’échantillonnage). 
 
Si on a à faire à un sondage aléatoire simple, on obtient, en supposant Nn <<  
 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⋅⋅≈

N
NYS

N
nNNYV a

aa
a

aa 11   ˆ 222                         (1) 
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avec  dispersion vrai des dans a . Cette expression (approchée) est très instructive : le terme 

 rappelle que l’on estime un total et le terme entre crochets fait, comme de tradition, 

intervenir la dispersion des . Mais il y a deux remarques encore plus intéressantes à faire.  

2
aS iY

2
aN

iY

- Primo, la présence au dénominateur de 
N
Nn a , qui est égal à l’espérance de la variable 

aléatoire  (c’est-à-dire au  "moyen" attendu) : comme on pouvait s'y attendre - et 

cela n'apparaît pas si clairement dans (1) lorsqu'il s'agit d'un plan complexe - la 
précision varie bien comme l'inverse de la taille de l'échantillon 

an an

recoupant le domaine. 
Si le domaine est petit, NNa  sera petit et à moins d'avoir un échantillon national de 

taille  énorme, n NNn a  sera probablement insuffisant pour que la variance soit 

faible. Par exemple si on considère un département "moyen", %1=NNa , et si 

l'enquête nationale concerne 10000=n  logements on aboutira à une taille "utile" 
égale à 100 sur ce département.  

- Secundo, le terme entre crochets ne s'annule pas si les  sont constants. Cela est 

contre intuitif si on attribue la cause d'une variabilité à la seule hétérogénéité des 
comportements, mais en la circonstance c'est la variabilité de  qui contribue à 

augmenter la variance de l'estimateur du total. 

iY

an

 
On peut former l’estimateur sans biais de la variance suivant (si  est grand devant 1) , 

utilisable pour estimer des intervalles de confiance à 95% pour  : 
an

aY

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅≈
n
nys

N
Nn

n
n

NYV a
aa

a

a

a
aa 1.

.

1   ˆˆ 22

2

2  

 
Le calcul de précision est en soi une question difficile, qui se trouve encore un peu complexifiée 
lorsqu'on s'intéresse aux domaines parce qu'il y a en fait deux concepts concurrents. Outre 
l’approche traditionnelle, on peut en effet s'intéresser à la variance conditionnelle à la taille , 

c'est-à-dire que l'on peut chercher à mesurer la variabilité de  lorsque l'échantillon  est 

composé de toutes les manières possibles, sous la condition express de contenir  individus,  

étant la taille constatée lors de l'enquête. Lorsqu'on pratique le sondage aléatoire simple, on peut 

exprimer ainsi l'espérance et la variance conditionnels de  : 

an

aŶ as

an an

aŶ

[ ] a
a

aa Y
n
nNnYE ⋅=ˆ  

[ ]
a

a

a

aa
aa n

S
N
n

n
nNnYV

22

1ˆ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=  

 
Ces expressions découlent d'un résultat technique remarquable (qui ne se généralise pas lorsque 
l’échantillonnage n’est plus aléatoire simple) : lorsqu'on conditionne par , tout se passe comme 

si on pratiquait un sondage aléatoire simple de taille  dans une population de taille . Dans 

cette optique,  apparaît biaisé, puisque 

an

an aN

aŶ aaa YNY ⋅=  mais 

a
a N

n
nN ≠⋅  
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La variance, dans ce contexte précis, est inadaptée au calcul d’intervalles de confiance parce 
qu’elle apparaît comme fonction croissante de  dès lors que an 2aa Nn ≤ . Malgré ces 

imperfections, la notion de qualité conditionnelle doit être considérée avec l’attention qu’elle 
mérite, car il y a du bon sens à juger que la qualité d’une estimation est liée au  constaté plutôt 

qu’au  attendu : si on attend en moyenne 100 interviews dans un département, mais que par 

malchance il y ait seulement 20 logements tirés dans ce département, on peut penser que la 
qualité finale sera celle d’une enquête de taille 20 - et non celle d’une enquête de taille 100 ! 

an

an

 

Du fait du théorème d’équivalence  précédent, on voit immédiatement que la vraie dispersion  

est estimée sans biais par la dispersion  calculée dans l’échantillon . Autrement dit 

2
aS

2
as as

[ ] 22
aaa SnsE =  

 
D’où un estimateur sans biais de la variance, utilisable pour estimer des intervalles de confiance 
à 95% pour  : aY

[ ]
a

a

a

aa
aa n

s
N
n

n
nNnYV

22

1ˆˆ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=  

 
 
1.2 Estimation de la moyenne : 
 
On rappelle tout d’abord qu’une proportion est une moyenne, donc l’estimation de toute 
proportion rentre dans le cadre de cette partie. On suppose toujours, pour simplifier, qu’il n’y a 
pas de non-réponse totale -sinon on repondère les répondants par l’inverse de leur probabilité de 
réponse estimée (le fait que l’on travaille sur des domaines n’ajoute pas de complexité spécifique 
en matière de traitement de la non-réponse). On trouve deux cas de figure : 

y CAS 1 : on ne connaît pas la taille totale  du domaine : aN
Dans ces conditions, il faut estimer  par son estimateur sans biais naturel (généralement celui 

de Horvitz-Thompson), soit (voir 1.1) 
aN

∑
∈ Π

=
asi i

aN 1ˆ  

puis                                                             aaRa NYY ˆˆˆ
, = . 

 
L’estimateur est dit de type "ratio" - ce n'est donc plus l'estimateur de Horvitz-Thompson. On 
montre qu'il est biaisé, et que lorsque  est « grand » (ce qui est toujours le cas) son biais 
conditionnel est d'ordre de grandeur en 

n
an1 , soit : 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−

a
aaRa n

OYnYE 1ˆ
,  

 
On vérifie également que la variance conditionnelle varie en an1  : 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

a
aRa n

OnYV 1ˆ
,  
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De ce fait, l'erreur totale (conditionnelle) - ou erreur quadratique moyenne (EQM, voir 
introduction) - varie en an1 : 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

a
aRa n

OnYEQM 1ˆ
,  

 

On retrouve le problème traditionnel : si  est petit,  sera petit et a an RaY ,
ˆ  sera de mauvaise 

qualité. Comme dans le cas du total, on peut hésiter entre l'approche conditionnelle et l'approche 
non conditionnelle, mais la nature de la conclusion sur les ordres de grandeur restera la même. 
Cela étant, la ratio s'avère toutes choses égales par ailleurs plus efficace dès lors que  varie peu 

autour de 

iY

aY . Si  est constant dans le domaine, égal à iY aY , alors quel que soit l’échantillon il est 

clair qu’on aura aRa YY =,
ˆ  l'erreur quadratique moyenne sera nulle, et on aura donc trouvé 

l'estimateur parfait ! C'est un cas de figure avantageux qui ne se présentait pas dans le cas de 
l'estimation du total, et qui peut redonner une légitimité à l'estimation directe d'une moyenne 
sous condition d'une faible dispersion des  au sein du domaine. iY
 
Si le tirage est à probabilités égales et de taille fixe, alors 
 

aRa yY =,
ˆ  

moyenne simple sur les  individus du domaine. Le cas du sondage aléatoire simple -qui est un 

cas particulier de tirage à probabilités égales et de taille fixe- est assez remarquable : en effet, un 
théorème (déjà signalé au 1.a.) nous dit qu’en matière de calcul de biais et de variance, lorsque 
le sondage est aléatoire simple et que l’on conditionne par , tout se passe comme si 

on effectuait un sondage aléatoire simple de taille  au sein du domaine. De ce 

théorème, il découle immédiatement 

an

an

an

 

( ) aaSAS
YyE =  

 
y CAS 2 : on connaît la taille totale  du domaine : aN

On peut, cette fois, utiliser l'estimateur classique (de Horvitz Thompson) : 
 

aaa NYY ˆˆ =  

 

On a ( ) aa YYE =ˆ , donc un estimateur sans biais. Par ailleurs 

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⋅=

a
a

a
a n

OYV
N

YV 1ˆ1ˆ
2  

 

On obtient un estimateur qui a des propriétés identiques à celles de . En particulier, la 

variabilité de  va entraîner un supplément de variabilité de 

aŶ

an aŶ  par rapport à un 

échantillonnage de taille fixe. 
 

Cet estimateur aŶ  sera a priori moins performant que le ratio RaY ,
ˆ  si les  sont peu dispersés, 

mais au contraire il sera plus efficace que le ratio si les  et les  sont à peu près 

proportionnels. 

iY

iY iΠ
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2. L'estimateur par la régression : 
 
2.1. Formulation générale 
 
Il s'agit d'exploiter de l'information auxiliaire pour diminuer la variance d'échantillonnage. On 
appelle information auxiliaire toute variable définie au niveau individuel, disponible pour chaque 
individu de l'échantillon et dont le vrai total défini sur la population d'inférence est connu. On 

note  cette information : a priori, il s'agit d'un vecteur à iX p  composantes ( )p
iX R∈ , dont le 

vrai total  sur le domaine  est connu : on note aX a

∑
=

=
aN

i
ia XX

1
 

On considère qu'il existe une liaison de type linéaire multivariée entre Y  et les composantes de 
X  pour tous les individus i  de a  (et seulement de a  : il est clair que ce modèle ne concerne pas 
le reste de la population). On la formalise ainsi : 

ii
T
aia UXBYNi +⋅==∀ :,,2,1 K  

où ( )p
aaa

T
a BBBB ,,, 21 K=  est un vecteur de p  coefficients réels inconnus. On prendra le parti de 

manipuler des vecteurs colonne, TB  désigne donc le vecteur (ligne) transposé de B . La variable 
 est un résidu d'ajustement, auquel on attache une "variance" qui représente la qualité de la 

liaison entre  et  : ce n'est pas traité ici comme une variance de modèle au sens classique de 

la statistique mathématique (auquel cas  serait aléatoire -et ce n'est pas l'optique retenue), 

mais disons que c'est « quelque chose » qui est d'autant plus grand que  est susceptible "a 

priori" de s'éloigner de , avec  fixé (dans un hypothétique exercice de prédiction de , on 

pourrait parler d'un indicateur quantifiant l'incertitude). Il est vrai que les  peuvent prendre 

n’importe quelle valeur, de manière non contrainte ; cependant l’approche trouve sa logique et se 
justifie intuitivement d’autant mieux que les  sont petits, c’est-à-dire que les  « expliquent 

bien » . On se placera donc naturellement dans ce cas. 

iU

iY iX

iY

iY

i
T
a XB iX iY

iU

iU iX

iY
 

Ainsi, dans l’esprit qui vient d’être donné, si on considère que , paramètre inconnu, 

et qu’il y a « indépendance » entre les différents , alors la matrice de (pseudo) variance du 

vecteur des  s’écrit 

2
iiUVar σ=

iU

iU

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Ω=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

2

2
2

2
1

2

1

NN o

o

U

U
U

Var

σ

σ
σ

OM
 

On montre que le "meilleur" vecteur d'ajustement B (meilleur au sens des moindres carrés)7, 
défini dans la population du domaine , est : a

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
= ∑∑

=

−

=

aa N

i i

ii
N

i i

T
ii

a
YXXXB

1
2

1

1
2

~
σσ

 

                                                      

)7 On minimise , qui représente une distance entre ( ) ( BXYBXY TTT −Ω− −1 Y  et BX T
 où Y  est le vecteur 

colonne des , et iY TX  la matrice  de taille  où les  constituent les vecteurs ligne. pXN   T
iX
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Cette expression n’a rien d’aléatoire et doit être vue comme la solution d’un problème de 

géométrie : trouver, dans un sous-espace de  à aNR p  dimensions, le vecteur qui soit « au plus 

proche » du vecteur Y . 
 
S’agissant d’un ratio de deux sommes inconnues, on l’estime à partir des données collectées sur 

 selon : as

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

Π
⋅

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

Π
⋅

= ∑∑
∈

−

∈ aa si ii

ii

si ii

T
ii

a
YXXXB 2

1

2 ˆˆ
ˆ

σσ
 

où  est un estimateur de . En pratique, on rencontre deux cas de figure : ou bien  est 

constant, ou bien il n’y a qu’une variable explicative 

2ˆ iσ 2
iσ 2

iσ
R∈iX  et  est proportionnel à , soit 

. 

2
iσ iX

ii X⋅= 22 σσ
 
Dans le premier cas (que l’on appellera « cas de la régression »), on obtient 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

Π
⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

Π
= ∑∑

∈

−

∈ aa si i

ii

si i

T
ii

a
YXXXB

1

ˆ , soit  P
aB R∈ˆ

Dans le second cas (que l’on appellera « cas du ratio »), on obtient : 

a

a

si
ii

si
ii

a X
Y

X

Y
B

a

a

ˆ
ˆˆ =

Π

Π
=

∑
∑

∈

∈
, soit  R∈aB̂

L’estimateur par la régression du total  est défini par : aY

( )aa
T
aaag XXBYY ˆˆˆˆ

,Re −⋅+=  

Dans le cas du ratio, on trouve : 

a

a
aaReg X

YXY ˆ
ˆˆ

, ⋅=  

qui est l’estimateur classique dit « par le ratio ». 
 
L’estimateur par la régression a un biais qui varie en an1 , donc négligeable si  et grand (en 

revanche son biais peut être substantiel si  est petit, c’est-à-dire si on travaille sur de tout 

petits domaines). On ne sait pas exprimer son biais ni sa variance lorsque  est petit. Il n’existe 

évidemment pas de seuil indiscutable en deçà duquel le biais est négligeable, mais en ordre de 
grandeur il s’agit de plusieurs dizaines d’individus -mettons que si  dépasse 100 il n’y a pas 

trop à se soucier du biais. 

an

an

an

an

 

C’est en considérant la variance d’échantillonnage de  que l’on mesure bien l’avantage de cet 

estimateur. En effet, on montre que si  est « grand » - en cela il faut comprendre que l’on se 

situe dans les conditions de biais négligeable, donc  atteignant plusieurs dizaine d’individus - 

alors : 

aRegY ,
ˆ

an

an

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

Π
=≈ ∑

∈ asi i

i
aaReg

UVUVYV ˆˆ
,  
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où (rappel) i
T
aii XBYU ⋅−= ~

. Ainsi, la variance de l’estimateur par la régression est (presque) 

égale à celle de l’estimateur classique du total d’une variable  définie comme le résidu de la 

régression linéaire de  sur . Si le vecteur d’informations auxiliaires  explique bien la 

variable d’intérêt , les résidus  seront numériquement petits, et donc mécaniquement la 

variance sera faible. Dans tous les cas, plan complexe ou pas, la variance varie en 

iU

iY iX iX

iY iU

an1  : dans 

l’erreur totale, la variance prédomine donc (rappel : l’erreur quadratique moyenne est égale à la 
variance plus le carré du biais). 
 

Si le tirage est aléatoire simple, la variance de  conditionnelle à  s’exprime selon : agY ,Re
ˆ

an
 

( ) 2
,

2

,
11ˆ

aU
aa

aa
aaReg S

nN
n

n
nNnYV ⋅⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

≈  

où ( )
2

1

2
, 1

1 ∑
=

−⋅
−

=
aN

i
ai

a
aU UU

N
S  et  ∑

=

=
aN

i
i

a
a U

N
U

1

1
 

 
Si on connaît , alors il faut inclure la variable qui vaut « 1 » partout dans le vecteur de 

régresseurs  (par construction, cette variable auxiliaire est toujours disponible, mais il faut 

connaître son vrai total dans le domaine - soit  - pour pouvoir la prendre en compte dans 

l’estimateur par la régression). Dans ces conditions, on peut simplifier l’expression de  (c’est 

également vrai dans le cas du ratio puisque la somme des résidus est nulle) : 

aN

iX

aN
2

,aUS

 

∑
=−

=
aN

i
i

a
aU U

N
S

1

22
, 1

1
 

 
On peut en tirer immédiatement deux remarques : 

- La variance varie en an1  : si le domaine est de petite taille, on peut s’attendre à une 

variance assez grande ; 

- La variance reste directement liée à l’importance numérique des résidus  : si ces 

résidus sont petits, l’estimateur gagnera en efficacité. De petits résidus s’obtiennent en 
choisissant des variables 

iU

X  très explicatives. 
 
Un autre résultat fondamental doit être rappelé : la performance d’un estimateur issu d’un calage 
(par exemple par CALMAR) sur X  est, toujours pour  grand, identique à celle de l’estimateur 

par la régression sur 
an

X . Il ressort de tout cela que dans un domaine petit « mais pas trop », c’est-
à-dire où  atteint par exemple une cinquantaine d’individus, un calage peut permettre de 

produire une estimation acceptable, mais seulement s’il porte sur des informations auxiliaires 
tout particulièrement explicatives de la variable d’intérêt 

an

Y . Si la taille  est vraiment petite, 

ou si on n’a pas une confiance absolue dans l’apport du calage, on obtiendra une estimation  

de mauvaise qualité. 

an

agY ,Re
ˆ
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Cela étant, si la constante « 1 » fait partie du vecteur  (ou s’avère être combinaison linéaire des 

composantes de  ), on peut montrer que l’on a toujours
iX

iX 8

22
, aaU SS ≤  

si bien que l’estimateur par la régression est systématiquement (toujours sous condition que  

soit « grand ») meilleur que l’estimateur de Horvitz-Thompson, même si le (pseudo) modèle de 
liaison entre 

an

X  et Y  donne lieu à des résidus  très grands (c’est-à-dire même si iU Y  est 

extrêmement mal expliquée par les composantes de X ) !!! 
 
Dans ce cas, l’estimateur (légèrement biaisé) de la variance s’obtient selon : 

( ) ∑
∈−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

asi
i

aaa

aa
aaReg U

nnN
n

n
nNnYV 2

2

,
ˆ

1
111.ˆˆ  

où  i
T
aii XBYU ˆˆ −=

 
On notera que dans les deux cas habituels qui ont été cités, soit : 

 - les variances  sont constantes et la constante fait partie des régresseurs ou s’écrit 

comme combinaison linéaire des régresseurs 

2
iσ

ou - les variances  sont proportionnelles à , variable réelle,  2
iσ iX

on a , soit a
T
aa XBY ˆˆˆ ⋅=

( )∑
=

⋅=⋅=
aN

i
i

T
aa

T
aaReg XBXBY

1
,

ˆˆˆ  

 
L’estimateur par la régression est donc égal à la somme des prédicteurs optimums relatifs aux 

 individus du domaine. aN
 
Pour estimer concrètement la variance d’un estimateur par la régression -ou d’un estimateur issu 
d’un calage- dès lors que  est « assez grand », il faut et il suffit de disposer d’un logiciel de 

calcul de variance et de travailler sur des variables individuelles égales aux résidus estimés 
an

i
T
aii XBYU ˆˆ −=  

 

Pour terminer, revenons sur le problème du biais de  dans le cas où  est petit. Il existe 

une alternative pour échapper à ce biais, mais au prix d’une augmentation de variance : comme 
on chercher à éviter les grandes variances, cette piste risque bien de n’être qu’un leurre, aussi il 
n’est pas du tout évident qu’elle soit intéressante. Nous la signalons tout de même pour être 
complet. La méthode consiste tout simplement à utiliser l’estimateur par la régression construit à 
partir de l’ensemble de l’échantillon et appliqué à la variable d’intérêt 

agY ,Re
ˆ

an

aiii YZ ∈⋅= 1 , variable qui 

vaut donc  si  et 0 sinon. iY ai ∈
 

où Ẑ  et X̂  sont les estimateurs de Horvitz-Thompson élaborés à partir de  et s

( ) )ˆ.(ˆˆˆˆˆ~
,Re XXBYXXBZY T

a
T

ag −+=−⋅+=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Π

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Π

= ∑∑
∈

−

∈ si i

ii

si i

T
ii ZXXXB

1

ˆ  

                                                      
8 Plus exactement, on peut écrire ( ) 222

, 1 aaU SRS −= où R  est un coefficient dit « de détermination ». 
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On remarquera que . Il s’agit de l’estimateur classique par la régression, qui estime le vrai 

total des  sur la population entière, c’est-à-dire par construction le vrai total des  sur le 

domaine. Il a un biais négligeable dès que la taille totale de l’échantillon n  est grande : cette fois, 
il s’agit bien de la taille totale et non plus de . On est donc assuré en pratique de l’absence de 

biais, même si  est extrêmement petit. En revanche, la variance est liée à l’importance des 

résidus  : or ceux-ci risquent bien d’être fortement négatifs puisqu’il y a une 

accumulation de valeurs zéro pour  (pour tous les individus hors du domaine). On est donc 

dans une situation où la qualité de la relation linéaire entre les  et les  peut être mauvaise 

(résidus forts, donc grande dispersion), même si les  expliquent bien les . 

aYZ ˆˆ =

iZ iY

an

an

i
T

i XBZ ⋅−

iZ

iZ iX

iX iY
 
 
2.2 Formulations spécifiques : 
 
L’expression la plus « célèbre » de l’estimateur par la régression est probablement celle qui 
correspond au modèle suivant, pour tout i  du domaine  : a

∑
=

∈ +⋅=
H

h
ihiahi UY

1
1λ  

avec  si 2)( hiUVar σ= hi ∈ . Les ahλ  ( h  varie de 1 à H ) sont des réels inconnus caractéristiques 

de sous-populations clairement identifiées formant une partition du domaine, et les H  variables 
auxiliaires (  sont les indicateurs d’appartenance à ces )hi∈1 H  sous-populations : ainsi, pour tout 

 et pour tout h ,  vaut 1 si  et 0 sinon. Autrement dit, le modèle est : i hi∈1 hi ∈ iahi UY += λ  

lorsque  est dans . On a, pour tout i  de 1 à  : i h aN

∑
=

∈ =
H

h
hi

1
11  

 
Par analogie, on note  la taille de l’échantillon recoupant à la fois le domaine  et la catégorie 

. On note, pour tout  
ahn a

h h

∑
=

∈ =
aN

i
ahhi N

1
1  

 
Ainsi,  représente la taille de la sous-population  qui recoupe le domaine . ahN h a
 
Ce modèle peut aussi s’écrire sous forme matricielle, en posant : 

( )H
T
aB λλλ ,,, 21 K=  

 et  ( )Hiii
T
iX ∈∈∈= 111 ,,, 21 K  

 
Si pour tout  on a , on vérifie très facilement que : h 0>ahn

h∀  ah
ah

ah

hi
si

i

hi
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ii

ah Y
N
Y
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ahλ̂  est l’estimateur naturel de la moyenne ahY  dans la population  qui recoupe . Alors on est 

dans les conditions où on peut écrire 

h a

 

∑∑ ∑
= = =

∈ ⋅=⋅=
aN

i

H

h

H

h ah

ah
ahhiahag N

YNY
1 1 1

,Re ˆ
ˆˆˆ 1λ  

 
Cet estimateur est connu sous le nom d’estimateur post-stratifié. Il permet un calage sur les 
valeurs . Les conditions d’utilisation sont cependant un peu contraignantes en ce sens où il 

faut  pour pouvoir estimer 
ahN
0>ahn hλ . Cela n’est pas une condition évidente si le domaine  est 

de petite taille et si 

a
H  est « assez grand ». 

 

Si la population n’est pas découpée en catégories ( )1=H  alors 
a

a
aag N

YNY
ˆˆ

,Re ⋅=  

 

Dans le cas du sondage aléatoire simple, on obtient ∑
=

⋅=
H

h
ahahareg yNY

1
,

ˆ , où ahy  désigne la 

moyenne simple dans  et sa variance conditionnelle vaut approximativement (  

« grand ») : 

hsa ∩ an
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représente la dispersion naturelle des  dans la sous-population  qui recoupe le domaine . La 

dispersion des résidus est devenue ici une moyenne pondérée des dispersions des  à l’intérieur 

de chacune des sous-populations (au sein du domaine, toujours). Si  prend des valeurs 

caractéristiques des différentes sous-populations impliquées, c’est-à-dire si les  sont peu 

dispersés au sein de chaque sous-population (recoupant le domaine), l’estimateur précédent sera 
efficace. L’idéal est constitué par des  constants dans chaque sous-population : imaginons le cas 

où  vaut 

iY h a

iY

iY

iY

iY

iY α  si  est un homme ( ) et i 1=h β  si  est une femme (i 2=h ). Alors 

βα ⋅+⋅= 21 aaa NNY  

Or on aura toujours                             α

α

α =
Π

Π

=
∑

∑

∈

∈

mei
si

i

mei
si

i

a

a

hom

hom

1
ˆ   

et de même                                          . ββ =ˆ
 

Donc finalement  et cela quel que soit l’échantillon tiré : l’estimateur est 

donc parfait dans ce cas (évidemment extrême). 
aaaa YNNY =+= βα ˆˆˆ

21
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Le modèle précédent peut être enrichi (et donc généralisé) si on dispose, non plus nécessairement 
des tailles de sous-population , mais de « vrais » totaux  définis à partir d’une variable 

auxiliaire  non constante. Il arrive que dans ces conditions, on postule un modèle de 

proportionnalité entre  et  en laissant le coefficient de proportionnalité dépendre de la sous-

population et en adoptant l’hypothèse où la variance du résidu est proportionnelle à . Cela 

donne, pour tout i de  : 

ahN ahX

iX

iY iX

iX
a

( ) i

H

h
hiihai UXY +⋅= ∑

=
∈

1
1λ  

avec  si . On remarquera que la variance des  fait intervenir des  qui 

peuvent varier d’une sous-population à l’autre. Alors on vérifie, toujours sous la contrainte que 
 pour tout , 

ihi XUVar .)( 2σ= hi ∈ iU 2
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Si , on retrouve évidemment l’estimateur post-stratifié. Cet estimateur est une somme 

d’estimateurs de type ratio, qui cale sur les 

1=iX
H  valeurs . Il est recommandable si, au sein de 

chaque sous-population, il y a une proportionnalité « suffisamment forte » entre 
ahX

X  et Y  (dans le 
cas contraire, il peut être de qualité médiocre). 
 
 

3. L'estimateur par calage  
 
Il s’agit de voir dans quelle mesure un calage peut améliorer la qualité d’un estimateur direct : a 
priori, on part de l’estimateur de Horvitz-Thompson et on détermine de nouveaux poids qui 
permettent d’estimer parfaitement bien certains totaux connus9. L’ estimateur par la régression, 
abordé dans la partie précédente, est un cas particulier d’estimateur par calage. Il y a deux façons 
de concevoir le calage : 

• Soit on cale sur des totaux (structures en effectifs pour des variables qualitatives 
auxiliaires, vrais totaux pour des variables quantitatives) obtenus au niveau de la 
population tout entière, et on utilise ensuite les poids calés en se restreignant aux 
individus du domaine (exactement comme on le fait au 1.1 avec les poids bruts sans biais). 

• Soit on se retreint d’emblée aux individus du domaine et on cale sur des marges calculées 
au niveau du domaine. 

 
On peut d’ailleurs mixer les contextes, et se caler à la fois sur des totaux « nationaux » et sur des 
totaux « locaux » (il suffit de travailler avec les bonnes variables en utilisant judicieusement des 
variables indicatrices d’appartenance au domaine). 
 
Le premier contexte est a priori peu efficace : la qualité d’un estimateur calé est en effet 
étroitement liée aux valeurs des résidus de la régression de la variable d’intérêt sur les variables 
auxiliaires de calage. Or, la variable d’intérêt intervenant dans les résidus n’est plus  mais 

 où est la variable indicatrice d’appartenance au domaine. Ces conditions sont 
iY

aiiY ∈⋅1 ai∈1

                                                      
9 Pour en savoir plus sur le calage, voir un ouvrage généraliste sur les sondages et/ou la documentation utilisateur 
Calmar sur le site Web de l’Insee. 
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défavorables à la qualité de la régression parce qu’il y a une forte concentration de valeurs 
expliquées égales à 0, et donc des résidus extrêmement dispersés, par construction. Il faut donc 
s’attendre à ce que l’amélioration de variance soit faible, voire inexistante (on peut même 
imaginer une dégradation de la qualité avec des enquêtes à probabilités fortement inégales). Une 
illustration concrète de ce phénomène concerne l’enquête « Emploi en continu » : voir l’article 
(« Calcul de précision dans l’enquête emploi en continu », P. Ardilly, G. Osier, Actes des JMS 
2004). D’ailleurs, la pratique d’un logiciel comme Calmar laisse percevoir ce risque : on sait que le 
logiciel distord certains poids de manière importante et imprévisible pour parvenir à satisfaire les 
équations de calage. Aussi, si le domaine est petit, on peut très facilement imaginer que les poids 
calés de quelques individus échantillonnés du domaine soient suffisamment éloignés de leurs 
poids d’origine pour que l’estimation d’ensemble soit fortement modifiée. Notez que l’estimateur 
calé obtenu avec cette méthode utilise l’ensemble de l’information auxiliaire sur l’ensemble de la 
population, donc bien au-delà de .  De ce fait, il ne s’agit pas d’un estimateur direct. a
 
Le second contexte est beaucoup plus sympathique, parce qu’il correspond aux conditions 
« habituelles » du calage et qu’il permet ainsi de tirer profit des ajustements sur des variables 
bien corrélées à la variable d’intérêt. En effet, les poids d’origine sont sans biais si on se restreint 
à   et les vrais totaux sur lesquels on se cale concernent bien la population d’inférence associée 

à , soit . Mais il y a deux obstacles majeurs : d’une part il faut que la taille de l’échantillon 

 ne soit « pas trop petite » (faute de quoi la théorie perd ses fondements - en particulier on 

récupère un biais incontrôlé), et d’autre part - et surtout - il faut évidemment disposer de marges 
ou de totaux au niveau du domaine, ce qui est en pratique une situation rare lorsqu’on veut se 
caler sur une information actualisée

as

as a

an

10. Un calage sur une seule variable X va nous ramener 
exactement aux conditions de l’estimateur par la régression du 2.1. 
 
Les calages peuvent certes améliorer de manière très sensible la qualité des estimateurs. Cela 
étant, on ne peut pas leur demander d’éponger toutes les « insuffisances » du plan de sondage 
initial : si la taille d’échantillon est petite,  le miracle ne se produira pas et le calage ne suffira 

pas à sauver la mise... 
an

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                      
10 Echappatoire : on peut toujours se caler sur des informations anciennes, par exemple issues d’un recensement. 
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Estimation indirecte avec modélisation implicite 
 
 

1. Principe de base de cette approche. 
 
Tous les estimateurs directs (partie précédente) ont des variances qui évoluent en an1  - y 

compris l’estimateur par la régression dans les cas, pourtant très favorables, où le (pseudo) 
modèle reflète bien la réalité. Cette propriété est source d’une imprécision souvent inacceptable, 
car si le domaine est de petite taille (  petit),  sera (trop) petit et la variance sera (trop) 

grande. L’idée générale qui justifie toutes les méthodes de ce chapitre consiste à postuler une 
égalité entre un paramètre défini sur le domaine et le paramètre de même nature 
défini cette fois sur la population globale. L’exemple le plus simple consiste à croire que la 
vraie moyenne sur la population complète coïncide avec la vraie moyenne sur le domaine. Estimer 
la moyenne sur le domaine revient alors à estimer la moyenne sur la population entière. Or 
l’estimateur de la moyenne globale peut-être considéré a priori comme fiable si la taille de 
l’échantillon global  est grande (dans toute la suite, on considérera effectivement que  est 
grand). Cette condition est toujours réalisée en pratique, si bien que le problème de la variance 
est réglé. Bien évidemment, il y a une contrepartie à ce type d’hypothèse : si elle est fausse (ce qui 
est probablement le cas, en toute rigueur…) il y aura un biais de l’estimateur, car cet estimateur 
sera en moyenne égal au paramètre défini sur la population, et non plus au paramètre défini sur 
le domaine. Sur le plan stratégique, toute la question se ramène donc à un problème de vases 
communicants : préfère-t-on peu de variance et un risque de biais ou au contraire plus de 
variance en l’absence de biais ?  

aN an

n n

 
L’aspect pratique peut se heurter à un obstacle majeur, qui est celui de la disponibilité 
d’une information auxiliaire pertinente. En effet, le secret d’une bonne estimation sur petits 
domaines réside en grande partie dans l’utilisation intelligente d’une information externe, pour 
une simple raison de bon sens : dans un processus d’estimation, lorsque le contexte initial est 
pauvre en information, on ne peut (évidemment) pas créer de la précision ex nihilo, il faut bien 
aller chercher «  en dehors de l’enquête » ce que le processus de collecte initial n’a pas été capable 
d’apporter par lui-même ! C’est pourquoi on a déjà parcouru une grande partie du chemin 
lorsqu’on est parvenu à rassembler l’information auxiliaire adéquate. Cela crée deux difficultés : 
d’une part il faut que l’information explicative existe effectivement, et d’autre part il faut des 
moyens humains experts pour l’exploiter de manière pertinente. Le premier aspect ne va pas de 
soi : dans le domaine socio-démographique par exemple, les sources externes susceptibles de 
donner une information « exacte » sur des petits domaines ne sont pas si nombreuses. On pense 
essentiellement au recensement, mais il comporte peu de variables et comme il s’agit désormais 
d’enquêtes par sondage, on perd le caractère exhaustif et on ne peut plus le mobiliser à n’importe 
quel niveau11. Le second aspect renvoie aux moyens d’étude, parce que la pertinence du modèle 
dépendra étroitement de la connaissance que le statisticien aura du phénomène étudié. Il faut 
donc que ce dernier maîtrise à la fois les aspects explicatifs du phénomène et les aspects 
techniques de l’estimation.  
 
 

                                                      
11 Par exemple au niveau régional il ne devrait pas y avoir de problème, au niveau d’une grosse agglomération non plus. 
Mais au niveau départemental par exemple, dans une zone d’emploi ou sur une agglomération « moyenne », c’est beaucoup 
plus discutable. 
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2. L’estimation synthétique. 
 
2.1. En l’absence d’information auxiliaire. 
 
Il s’agit du cas où on ne connaît aucun vrai total sur le petit domaine a , sauf éventuellement sa 

taille . Un estimateur envisageable de la moyenne aN aY  est 

N
YYY SYNa ˆ
ˆˆˆ

, ==  

où ∑
∈ Π

=
si i

iYŶ  et ∑
∈ Π

=
si i

N 1ˆ . On notera bien que les sommations portent sur l’échantillon  

dans son ensemble (et non plus sur ). 

s

as
 
Cet estimateur est dit de type « synthétique ». Il peut être calculé pour des domaines de taille 
aussi petite que l’on veut : il conserve d’ailleurs tout son sens si 0=an . Evidemment, il est 

particulièrement « brutal » en ce sens où il ne permet pas de traduire la moindre spécificité 
locale : s’il y a plusieurs domaines étudiés, l’estimation diffusée sera la même partout. 
 

On rappelle que Ŷ  représente l’estimateur classique de la vraie moyenne Y  définie sur 
l’ensemble de la population (estimateur de type « ratio »). Comme  est grand, on a : n

( ) YYE ≈ˆ  
et donc 

( ) aaSYNa YYYYEBIAIS −≈−= ,
ˆ  

 
On voit apparaître très clairement l’hypothèse à formuler pour éviter le biais : 
 

YYa =   (1) 

 

C’est le modèle implicite qui sous tend l’utilisation de SYNaY ,
ˆ . Cette condition, portant directement 

sur les paramètres, peut aussi résulter d’une logique qui considère que tous les  sont des 

réalisations mutuellement indépendantes d’une variable aléatoire suivant une loi donnée 
(quelconque). Si on appelle 

iY

µ  l’espérance de cette loi, on aurait donc ( ) µ=iYE  pour tout  de la 

population, que l’individu soit ou non dans le domaine. C’est une hypothèse équivalente que l’on 
fait très souvent quand on pratique l’imputation pour corriger la non-réponse partielle, c’est-à-
dire qu’on considère que les répondants et les non-répondants ont des comportements 
semblables

i

12. Et bien, dans le cas présent, il s’agit de nouveau de cette  philosophie, on considère 
que les individus du domaine et ceux qui n’y sont pas ont un comportement de même nature. On 
formalise ainsi : 
 

ii eY += µ  

où  est une variable aléatoire d’espérance nulle. Par la loi des grands nombresie 13, appliquée 

deux fois : 

⎡ ⎤ YY
N

EYaiYEY
N

Y
N

i
ii

N

i
ii

a
a

a

=≈==∈≈= ∑∑
== 11

11 µ  

                                                      
12 On parle alors de mécanisme de réponse ignorable. 
13 Même pour un petit domaine, on considérera comme grand. aN
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où l’espérance E  doit être ici comprise par rapport à la loi des . Notez que par hypothèse, 

l’espérance conditionnelle au fait que soit dans le domaine est la même que l’espérance de Y 
pour tout individu de la population : autrement dit, les individus du domaine ne présentent pas 
de spécificité liée à Y. 

iY
i

 
Dans ces conditions, l’erreur quadratique moyenne est 

( ) ( ){ ( )
43421

ndepasdépendnen1envarie

2
,

ˆˆ YYYVYEQM aSYNa −+=  

 
On peut penser, si  est grand et si le modèle (1) est correct (c’est surtout cette seconde 
condition qui en pratique est cruciale), que cette erreur sera inférieure à celle des 
estimateurs directs (qui varie en 

n

an1 ). 

 
Si on pratique un sondage aléatoire simple et si on néglige tous les taux de sondage devant 1, les 

formules se simplifient : SYNaY ,
ˆ  est égal à y , moyenne simple calculé sur l’ensemble des individus 

de  et s

i) ( ) ( )2
2

,
ˆ YY

n
SYEQM aSYNa −+≈  

ii) ( ) ( )a

a
a

a
Ra nE

S
n

EYEQM δ
=⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 2

,
1ˆ  

où RaY ,
ˆ  est l’estimateur direct 

a

a

N
Y

ˆ
ˆ

 rencontré au 1.2 du chapitre précédent. et aδ  est un 

coefficient complexe. On peut ainsi visualiser les avantages et les inconvénients offerts par 
chaque estimateur. On peut en particulier illustrer le dilemme par le graphique suivant, qui 
représente les évolutions des  des deux estimateurs respectifs en fonction de  (pour 

l’estimateur synthétique -courbe notée ) et de  (pour l’estimateur direct -courbe notée 

). 

EQM n
SYN an

DIR
 

na
n

DIR

n et E(na)

SYN

y=x

SYN
EQM DIR

( )RaYEQM ,
ˆ

( )SYNaYEQM ,
ˆ

( ) nknE aa ⋅=

Biais

 
Lecture du graphique : pour un  donné, on en déduit n ( )anE  (puisqu’on a une relation du type 

, avec ( ) nknE aa ⋅= NNk aa = ), que l’on peut reporter sur l’axe des abscisses grâce à une 

diagonale ( . On lit alors directement en ordonnées les erreurs des deux estimateurs.  )xy =
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Plus le domaine est petit, plus  -et donc - sera faible, et plus, à  donné,  sera 

repoussé vers la gauche. Cela jouera en faveur de 

aN ak n ( )anE

SYNaY ,
ˆ . Mais plus le biais sera grand, plus la 

courbe  sera décalée vers le haut par rapport à la courbe  : cela jouera, à partir d’un 

certain seuil, en faveur de 

SYN DIR

RaY ,
ˆ . Pour un biais fixé, on voit bien qu’il existe « quelque part » une 

valeur limite  de la taille  au-delà de laquelle l’estimateur synthétique sera moins bon que 
l’estimateur direct, et en deçà de laquelle, au contraire, il vaut mieux utiliser l’estimateur 
synthétique (  serait nettement à droite sur l’axe des abscisses, en dehors de la figure ci-

dessus !). Cette valeur  croît si le biais décroît, toutes choses égales par ailleurs (cela se 
comprend bien : à la limite, si le biais est nul -ce qui constitue la situation idéale- l’estimateur 
synthétique est absolument imbattable puisqu’en terme de variance il est indiscutablement le 
meilleur). De même  croît si  diminue, c’est-à-dire si le domaine est de plus en plus petit. Là 

encore il y a une logique : imaginons  très grand, proche par conséquent de 1, on a alors 

, et l’estimateur synthétique est systématiquement battu puisque les variances des 

deux estimateurs sont (à peu près) les mêmes mais l’estimateur synthétique reste pénalisé par 
son biais. 

Ln n

Ln

Ln

Ln ak

ak
( ) nnE a =

 
Evidemment, la grande question que l’on se pose dans ce contexte est : peut-on évaluer le biais 
de l’estimateur synthétique afin de pouvoir faire l’arbitrage en connaissance de cause ? La 
réponse générale à cette question est clairement NON : a priori, on ne peut pas évaluer le biais de 

SYNaY ,
ˆ , SAUF si on dispose d’une source externe qui permet d’estimer précisément aY . Cette 

conclusion tient à deux remarques de simple bon sens. D’une part, si le biais était estimable, on 

corrigerait SYNaY ,
ˆ  en lui soustrayant cette estimation, et on travaillerait seulement à partir 

d’estimateurs sans biais : on ne manipulerait plus que des estimateurs synthétiques corrigés, ce 
qui n’est manifestement pas le cas… D’autre part et surtout, si un tel biais était estimable, on se 
demande bien à partir de quoi on pourrait en obtenir une estimation : d’une manière ou d’une 

autre, il faut bien passer par une estimation de aY … et c’est justement ce que l’on ne peut pas 

faire de façon fiable. Donc le serpent se mord la queue ! L’espoir réside en fait dans l’utilisation 

d’une autre source qui, elle, fournirait les conditions adéquates pour estimer aY , autrement dit il 

faudrait, soit un fichier administratif soit une enquête localisée de grande taille pour pouvoir 

faire confiance à un estimateur direct de aY  - auquel cas autant utiliser directement cette source 

à la place de l’enquête, dont l’intérêt devient fort discutable. C’est pourquoi, dans de nombreux 
cas, l’estimation sur des petits domaines résulte d’un acte de foi. 
 
Il y a néanmoins un espoir d’obtenir, dans certaines circonstances, une appréciation de l’ampleur 
du biais. Cela est possible si un recensement (ou une enquête de très grosse taille) fournit le vrai 
total  sur le domaine a  d’une variable aZ Z  (en général multivariée) reliée à Y  par une relation 

que l’on maîtrise (en général linéaire), et que par ailleurs on estime ce total par aẐ  selon la 

technique « petit domaine » ( Z  est présent dans la base de sondage de l’enquête, ou tout 

simplement collecté par voie de questionnaire). On peut alors constater le biais aa ZẐ −  et en 

déduire14 un ordre de grandeur du biais aaY Yˆ − . Cette technique ne permet en effet que de 

déplacer la difficulté, parce qu’elle n’a de sens que si on dispose d’une liaison fiable entre Y  et Z  
et que cette liaison est valable sur l’ensemble de la population 

                                                      
14 Si la liaison est linéaire (ce sera presque toujours le cas), le calcul est immédiat, sinon on utilise un développement 

limité - sauf si  est vraiment tout petit. an
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L’estimateur du total , dans cette optique apparaîtra plus sympathique si on connaît la vraie 

taille . Dans ce cas : 
aY

aN

SYNaaSYNa YNY ,,
ˆˆ ⋅=  

 

Si on ne connaît pas , on pourra l’estimer par aN ∑
∈ Π

=
asi i

aN 1ˆ , qui est sans biais et dont la 

variance s’exprime en n1  (et non en an1 , ce qui est fondamental). Par exemple avec du sondage 

aléatoire simple, ( ) aa nnNN ⋅=ˆ , puis 

yn
n
NY aSYNa ⋅=,

ˆ  

( )=SYNaYEQM ,
ˆ  fonction de ( )221 YYN

n aa −+  

 
Si l’erreur absolue ainsi définie est petite dès lors que le modèle implicite est exact, on aura en 
revanche une mauvaise surprise si on raisonne en terme d’erreur relative (coefficient de variation 
-voir introduction) car cette erreur relative sera forte si  est petit devant  (cas des petits 

domaines). Cette faiblesse provient de l’estimation de  par . 

aN N

aN aN̂
 
Une variante intéressante de toute cette approche consiste à moduler le périmètre de l’échantillon 
utile pour construire l’estimateur synthétique : en effet, on peut imaginer, si par exemple le 
domaine est un canton ou une agglomération, que le modèle implicite ne soit pas acceptable 
France entière mais qu’il soit par contre défendable sur une zone géographique « intermédiaire » 

entre le domaine proprement dit et l’ensemble du territoire couvert. Ainsi, on remplacerait Ŷ  

défini France entière par DEPŶ  construit à partir des individus échantillonnés dans le 

département auquel appartient le domaine, où par REGŶ  où ce serait cette fois l’intégralité de 

l’échantillon de la région qui serait mobilisée. C’est une question de compromis entre biais et 
variance : plus on étend la zone sur laquelle le modèle implicite est supposé valide, plus on risque 
d’augmenter le biais, mais plus la variance diminue en contrepartie. Le bon équilibre peut 
provenir de l’exploitation d’une source externe si on en dispose… et seulement d’une forte 
conviction dans la pertinence du modèle dans le cas contraire ! 
 
 
2.2. En présence d’information auxiliaire. 
 
2.2.1. L’estimateur synthétique de type régression : formulation générale 
Nous avons vu au chapitre I qu’en présence d’information auxiliaire, si on s’en tenait à des 
estimateurs directs, on avait toutes les chances d’améliorer la précision en utilisant un 
estimateur par la régression, exprimé ainsi : 

( )aa
T
aaaReg XXBYY ˆˆˆˆ

, −+=  

Cette formulation s’appuyait sur la liaison entre  et , que l’on supposait du type iX iY
 

ii
T
ai UXBY += ~

 

pour tout i  du domaine , avec  petit. Le coefficient a iU aB~  avait une expression spécifique qui 

lui conférait des propriétés d’optimalité. Imaginons maintenant que cette liaison soit valable 
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en dehors du domaine, c’est-à-dire en fait sur la population complète. Le vecteur aB~  est alors 

remplacé par un vecteur B~  qui doit en être numériquement proche. Ainsi on distingue 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑∑

=

−

=

aa N

i i

ii
N

i i

T
ii

a
YXXXB

1
2

1

1
2

~
σσ

 (rappel) 

estimé par  et                    aB̂ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑∑

=

−

=

N

i i

ii
N

i i

T
ii YXXXB

1
2

1

1
2

~
σσ

 

naturellement estimé par      ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Π

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Π
⋅

= ∑∑
∈

−

∈ si ii

ii

si ii

T
ii YXXXB 2

1

2 ˆˆ
ˆ

σσ
 

 

Si on revient à l’expression  re-écrite ainsi : aRegY ,
ˆ

 

( )a
T
aaa

T
aaReg XBYBXY ˆˆˆˆˆ

, ⋅−+=  

on peut se dire que si la liaison linéaire postulée au sein du domaine  est effectivement correcte, 

le terme  doit être « assez petit », surtout comparativement à  (le premier est de 

la nature d’une somme de résidus, le second est de la nature d’une somme de ). On rappelle que 

dans la très grande majorité des cas concrets, soit  est constant et la constante fait partie de 

a

a
T
aa XBY ˆˆˆ − a

T
a BX ˆ

iY
2
iσ

X  , soit X  est une variable réelle et  est proportionnelle à 2
iσ X : or, dans l’un ou l’autre de ces 

cas, on peut montrer que  est rigoureusement nul. Donc on peut  considérer que  

doit être proche de . Mais cette expression peut être assez instable (c’est-à-dire que sa 

variance d’échantillonnage peut être grande) à cause de la présence du  dont la variance 

s’exprime en 

a
T
aa XBY ˆˆˆ − aRegY ,

ˆ

a
T
a BX ˆ

aB̂

an1  (c’est un estimateur construit à partir de l’échantillon  seulement, donc il a 

une qualité en conséquence). Le raisonnement s’achève en exploitant l’hypothèse d’égalité des 
« vrais » coefficients de régression, à savoir 

as

BBa
~~ = , 

ce qui constitue le modèle implicite. Dans ces conditions, on va naturellement estimer  par : aY
 

BXY T
aREGSYNa

ˆˆ
, =  

puisque le modèle implicite incite à substituer B̂  à . L’estimation va varier avec le domaine 

considéré : elle prend donc en compte les spécificités locales (contrairement à l’approche du 2.1), 
mais en considérant que ces spécificités sont entièrement traduites par les variables auxiliaires. 

aB̂

 

On remarquera que dans les conditions « habituelles », on a X̂.B̂Ŷ T= , si bien qu’on peut aussi 
écrire : 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=

N̂
N̂

.X̂XB̂
N̂
N̂

.ŶŶ a
a

Ta
REGSYN,a  
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C’est l’estimateur qu’on obtient si on effectue un calage sur les totaux  à partir de l’ensemble 

de l’échantillon , et après une phase préliminaire où les poids « bruts »  du fichier national 

ont tous été remplacés par les poids 

aX
s id

N̂
N̂

.d a
i . On comparera cette expression avec celle du 2.2.3. 

L’intérêt de cette approche réside dans le fait qu’on travaille sur le fichier national sans faire à 
aucun moment de sélection d’individus et qu’elle correspond pratiquement à la mise en œuvre 
d’un programme de calage (comme Calmar par exemple). 
 
Comme au 2.1., on peut avoir une vision duale en terme de modélisation des comportements 
individuels. Dans ces circonstances, il faut naturellement poser, pour tout  dans la population 
(que l’individu soit ou non dans  ne doit pas avoir d’influence sur la formulation du modèle) 

i
a

 

iii eBXY +=  

où  est une variable aléatoire centrée, de variance . Sur la population complète comme sur 

n’importe quelle sous population, l’estimateur optimum de 
ie 2

iσ
B  (au sens des moindres carrés), non 

seulement est sans biais (c’est un résultat fondamental bien connu des statisticiens utilisant des 
modèles), mais également converge vers B  lorsqu’il est calculé sur un grand nombre d’individus. 

Cela est a priori le cas, de manière certaine pour B~  mais également pour aB~  dès lors que  est 

grand. On a donc 
aN

 

( ) ( ) BBEBE a == ~~
 

BB
N +∞→
→~

 

BB
aNa +∞→
→~

 

 

Le risque est néanmoins réel, même avec un modèle exact, lorsque le domaine a une taille  

petite (donc pour les tout petits domaines). 
aN

 
Que peut-on dire sur la qualité de ce nouvel estimateur synthétique ? 
 
Côté biais, on a : 

    ( ) a
T
aa

T
a YBXYBXEBIAIS −≈−= ~ˆ  

( ) ( )a
T
aaa

T
a BXYBBX ~~~ −−−=  

 

Cette expression très générale s’appuie sur l’égalité (approchée) BBE ~ˆ ≈ , qui traduit le caractère 

(approximativement) sans biais des coefficients de régression B̂  dès lors que la taille de 
l’échantillon total  est grande (ce qui est notre cas - on peut donc, en pratique, utiliser une 
égalité). Le biais est donc composé de deux termes : 

s

 

y a
T
aa BXY ~− , qui est nul lorsque les variances individuelles sont constantes et que la constante 

fait partie du vecteur auxiliaire X - voire apparaît comme combinaison linéaire des composantes 
de X - OU dès que X  est une variable réelle et que les variances individuelles sont 
proportionnelles à X . Ces deux cas correspondent à (pratiquement) tous les cas que l’on peut 
rencontrer en pratique, si bien qu’abstraction faite de modélisations exceptionnelles, on peut très 
raisonnablement considérer que ce terme est nul. 
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y ( )a
T
a BBX ~~ −  : sa valeur est totalement conditionnée par la pertinence de la modélisation 

implicite : si on a eu « tort », c’est-à-dire si en réalité aB~  diffère sensiblement de B~ , le biais de 

l’estimateur synthétique de type régression peut être grand. 
 
Du point de vue de la variance, on aura 

( )=REGSYNaYV ,
ˆ fonction en n1  

 

Cette fois, on bénéficie pleinement de la stabilité de B  : contrairement à , dont on rappelle 

que la variance est une fonction de 

ˆ
aB̂

an1 , s’appuie sur l’échantillon  complet et cela va donc 

fortement limiter sa variabilité. Finalement, 

B̂ s

( ) ( )[ ]2,
~~ˆ

a
T
aREGSYNa BBXYEQM −≈ + fonction de n1  

à comparer aux erreurs quadratiques moyennes de l’estimateur direct  et de l’estimateur 

synthétique de base . Graphiquement, on peut caractériser facilement les contextes à partir 

du nuage des N points 

aRegY ,
ˆ

SYNaY ,
ˆ

( )ii YX ,  des individus de la population, dans lequel on a mis en évidence 

(points entourés d’un cercle) les  individus du domaine . Le contexte 1 traduit le cas 

favorable, le contexte 2 le cas défavorable. 
aN a
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Contte 1 : cas favorableex Contexte 2 : cas défavorable 

 
 

 
La question sur l'appréciation a priori de la pertinence du modèle se pose exactement comme au 
2.1., et la réponse est la même : seule une source externe permet de juger de l'importance du biais 
(donc du risque encouru). En l'absence de telle source, la question se résume à un acte de foi ! 
 
En pratique, comme au 2.1, on examinera avec intérêt toute variante consistant à moduler le 
périmètre de l’échantillon utile pour appliquer le modèle, afin de trouver le meilleur compromis 
entre biais et variance (si par exemple le domaine est un canton ou une agglomération, on pourra 
construire l’estimateur synthétique de type régression sur une zone géographique 
« intermédiaire » entre le domaine proprement dit et l’ensemble du territoire couvert). 
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2.2.2. Quelques déclinaisons de l'estimateur synthétique de type régression 
 
On a essentiellement deux écritures particulières à présenter, correspondant au cas où  est un 

réel. Elles découlent - de manière tout à fait parallèle à ce que nous avions vu au 2.2. du chapitre 
I          - d'une liaison de type : 

iX

( ) ihii

H

h
hi UXY += ∈

=
∑ 1

1
λ   

où . Ce modèle correspond à un partitionnement de la population 

globale en 

hiXUVar ihi ∈⋅= si2σ
H  catégories.  Le schéma ci-dessous donne une image visuelle du contexte dans le cas 

de deux catégories (hommes et femmes par exemple) : 
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Dans ce cadre on a 
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où . D'où la première déclinaison ∑∑
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Le modèle implicite sous-jacent est le suivant : pour toute catégorie ,  h
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Le schéma précédent est un exemple pour lequel il y aura un biais important. 
 
La seconde déclinaison correspond au cas particulier 1=iX  : les totaux des  sont alors des 

tailles de population et on débouche sur 
iX

∑
=

=
H

h h

h
ahREGSYNa N

YNY
1

, ˆ
ˆˆ  

où  est l'estimateur de la taille de la sous-population  construit à partir de  et  est la 

vraie taille de la sous-population croisant la catégorie h  et le domaine . Cette expression est 
probablement la plus célèbre et la plus utilisée de toutes celles qui permettent l'estimation sur 
petits domaines. On parle d’estimateur synthétique de type post-stratifié. La spécificité d’un 
domaine de taille donnée est donc entièrement traduite par un effet de structure : si le jeu de 
variables catégorielles qui permet de définir les catégories  confère à deux domaines  et  de 
même taille les mêmes structures, l’estimateur précédent ne les distinguera pas.  

hN̂ h s ahN
a

h a b

 
Cette expression suggère une mise en œuvre par un programme de calage. Dans le cas multivarié, 
on applique très facilement cette philosophie en partant du fichier complet et en effectuant un 
calage sur les marges relatives au domaine  en ayant au préalable multiplié tous les poids 

individuels par 

ahN

aN̂ / N̂ . Ainsi, on fournit à l’utilisateur final le fichier « national », pondéré de 

manière spécifique pour chaque domaine : par exemple s’il y a une estimation synthétique par 
région administrative, on utilisera 22 fois de suite Calmar, avec à chaque fois le fichier national 
en entrée mais 22 tables de marges différentes. On aboutira à 22 jeux de poids différents, mais les 
individus in fine pondérés seront toujours les mêmes - en l’occurrence l’ensemble des individus 
répondants au niveau national15.  
 
Si 1=H , on retrouve l’estimateur du 2.1. Le modèle implicite associé est le suivant : pour toute 
catégorie   h

hah YY =  

autrement dit la moyenne des  dans le domaine tout entier est égale à la moyenne des  dans 

la fraction du domaine qui recoupe la catégorie h .  Le schéma ci-dessous pourrait correspondre à 
un cas réel, distinguant deux catégories (hommes et femmes par exemple). L’estimateur 
synthétique serait biaisé dans ce contexte. 

iY iY

 

                                                      
15 Cela pourra poser des problèmes lors de la diffusion, car l’utilisateur peu averti ne comprendra pas le contexte ! Dans ce 
cas, il faudrait au moins supprimer toute trace d’appartenance géographique dans le fichier, afin primo que l’utilisateur 
ne soit pas surpris de traiter des données individuelles relatives à une région autre que la sienne, et secundo qu’il ne 
cherche pas à faire une exploitation infra régionale (par exemple départementale) qui aboutirait dans ce contexte à un 
non-sens. 
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La modélisation individuelle associée à ce modèle implicite est : 

ihi eY += µ  si hi ∈  

 
C’est un modèle traditionnel d’analyse de la variance à un facteur. 
 
Si l'échantillonnage est aléatoire simple, on obtient l'estimateur synthétique de type post-stratifié : 

h

H

h
ahREGSYNa yNY ⋅= ∑

=1
,

ˆ  

où hy  est la moyenne simple des  individus tirés (parmi n ) qui se retrouvent dans la catégorie 

. Dans ce contexte, l’erreur totale prend une forme assez simple : 
hn

h

( ) ( ) 2

1

2
2

1
,

11ˆ
h

hh

H

h
ah

H

h
ahhahREGSYNa S

Nn
ENYYNYEQM ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= ∑∑

==

 

où  désigne la dispersion vraie des  dans l'ensemble de la catégorie . La condition de 

qualité se résume en une seule phrase : l'estimateur synthétique sera d'autant meilleur 
que, dans chaque catégorie , les valeurs  seront peu dispersées autour de leur 

moyenne. Cette règle simple traduit évidemment et de manière immédiate la condition  petit, 

mais elle va également créer les conditions pour que les

2
hS iY h

h iY
2
hS

ahY  soient proches des hY  - conditions qui 

représentent a priori l’objectif le plus important puisque si  est grand, le risque numérique 
proviendra bien davantage du biais que de la variance. Pour le comprendre, il faut partir de la 
modélisation individuelle duale : en effet, avoir de faibles dispersions « descriptives » par 
catégorie revient à dire que les résidus  doivent être proches de zéro, c’est-à-dire que les 

variances de modèle  doivent être proches de zéro.  Dans ce cas, dans chaque catégorie , il y 

aura peu d’écart entre les moyennes 

n

iU
2
hσ h

ahY  et hY . 

 
Cette règle de faible variance s’étend bien au modèle général du 2.2.1. Sur le plan théorique, c’est 
une  condition suffisante (mais non nécessaire), mais c’est en pratique une condition quasiment 
nécessaire et suffisante, la raison étant que les tailles des petits domaines  restent limitées et 

rendent parfois discutable la qualité de la convergence de 

aN

aB~  vers B . Aussi, il est difficile 

d’imaginer des situations concrètes où aBB ~~ =  mais où les  sont mal expliqués par les  dont 

on dispose : cela est bien sûr possible, mais ce serait vraisemblablement un effet curieux du 
hasard. 

iY iX
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Une variante tout à fait intéressante de l’approche par post-stratification consiste à adapter 

REGSYN,aŶ  de la manière suivante. Supposons qu’on ne dispose pas des totaux  (aucune source 

externe ne permet de les obtenir, en tout cas pas de manière fiable), mais que l’on ait 
suffisamment de connaissance pour croire que la vraie structure  /  définie dans le 

domaine  est très proche de la vraie structure définie sur un domaine  beaucoup plus grand 
que et incluant . Dans ce cas, on peut utiliser l’enquête pour estimer la structure  /  

définie au sein de  puis estimer  par 

ahN

ahN aN
a D

a a DhN DN

D ahN
D

Dh
a N̂

N̂
.N . Comme  est grand, la qualité de 

l’estimation des structures  /  sera bonne. L’estimateur finalement obtenue est : 

D

DhN DN

∑
=

=
H

1h h

h

D

Dh
aREGSYN,a N̂

Ŷ
.

N̂
N̂

.NŶ̂  

L’intérêt essentiel de cette approche est qu’elle ne nécessite aucune source d’information 
auxiliaire : l’enquête se suffit à elle-même et permet de construire entièrement l’estimateur, si 
bien qu’on peut définir - en théorie - des sous-populations h  très pertinentes pour valider le 

modèle implicite hah YY = . L’inconvénient - de taille - c’est qu’on déplace le problème de biais, dont 

l’ampleur repose désormais sur la pertinence de l’hypothèse /   =  /  (que l’on ne 

peut pas davantage tester qu’avec le modèle initial, sauf à s’appuyer sur des éléments provenant 
d’autres études). 

ahN aN DhN DN

 
 
2.2.3. Un nouvel estimateur  corrigeant le biais de l’estimateur synthétique 
 

On l’a vu, le risque associé à  est essentiellement celui d’un biais. On a dit aussi qu’on 

n’avait pas les moyens (sauf appel à l’aide d’une source externe) de valider le modèle implicite : 
cela ne signifie pas qu’on ne peut pas estimer le biais (voir 2.3), cela signifie que l’estimation du 
biais est trop imprécise pour qu’on puisse en tirer une conclusion sur la validité du modèle. On 

peut donc essayer de soustraire à  un estimateur de son biais, ce qui donne (on se place 

dans les conditions - quasi-systématiques - où ) : 

REGSYNaY ,
ˆ

REGSYNaY ,
ˆ

a
T
aa BXY ˆˆˆ =

( )a
T
a

T
a BBXBX ˆˆˆˆ −⋅−  

( )aa
T

a
T
a XXBBX ˆˆˆˆ −+=  

 
On va donc s’intéresser au nouvel estimateur : 

( )aa
T

aREGSYNa XXBYY ˆˆˆ~
, −+=  

 

soit                                                ( )a
T

aREGSYNaREGSYNa XBYYY ˆˆˆˆ~
,, ⋅−+=  

 
On remarque qu’il s’agit de l’expression de l’estimateur direct par la régression (partie 2.1. du 

chapitre I) dans laquelle on a remplacé  par aB̂ B̂ . Cet estimateur ne peut pas être calculé 

lorsque , contrairement à l’estimateur synthétique. 0=an
 

Comme c’était attendu, cet estimateur est sans biais si  est grand (car n BBE ~ˆ = ,  et 

). Côté variance, 

aa XXE =ˆ

aa YYE =ˆ
REGSYNaY ,

~
 étant égal à la somme de , dont la variance évolue en REGSYNaY ,

ˆ
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n1 , et de ( )a
T

a XBY ˆˆˆ − , dont la variance évolue en an1  (c'est l'ordre de grandeur des variances 

de  et de ), on aura aX̂ aŶ

( ) ( )a
T

aREGSYNa XBYVYV ˆˆˆ~
, ⋅−≈  

( )a
T

a XBYV ˆ~ˆ −≈  

( )aUV ˆ≈  

où ii
T

i UXBY += ~
. Comme  fait intervenir les individus de , on confirme que sa variance 

est en 
aÛ as

an1  : on a donc reperdu l'avantage acquis par l'approche synthétique !  

 

Cela étant, les circonstances peuvent amener à préférer REGSYNaY ,
~

 à l’estimateur direct par la 

régression . En effet, ce dernier peut avoir un biais fort (voire très fort) si la taille 

d’échantillon dans le domaine est vraiment petite (moins de 30 individus par exemple), c’est-à-

dire dans le cas de tout petits domaines. Dans ces circonstances, 

gaY Re,
ˆ

an

REGSYNaY ,
~

 conserve un biais nul 

ou presque. Mais il faut aussi s’intéresser aux variances respectives de ces deux estimateurs : a 
priori, celle de l’estimateur direct devrait être plus faible parce qu’elle fait intervenir des résidus 

construits à partir du coefficient aB~ , mieux adapté que le B~ ( qui intervient pour sa part dans les 

résidus associés à  REGSYNaY ,
~

).  

 

Si on compare cette fois à l’estimateur synthétique, il n’y a espoir de privilégier REGSYNaY ,
~

 que si 

on suspecte un biais fort de . Ce cas est celui des domaines très « atypiques ».  REGSYNaY ,
ˆ

 

En conclusion, l’estimateur REGSYNaY ,
~

 doit être mis en balance avec ses concurrents plutôt dans le 

cas où on a à faire à un domaine à la fois tout petit et très atypique.  
 
 
2.2.4. Estimation d’effectifs par la méthode de préservation des structures 
 
On s’intéresse, dans cette partie, à la problématique suivante. On considère m domaines (de 
même nature) définis dans une population. A une date , on cherche, dans le domaine , à 
estimer les effectifs vérifiant les modalités u  d’une variable qualitative 

t a
X  donnée, alors que l’on 

dispose : 

� Des effectifs, dans chacun des m domaines, qui vérifiaient, à une date antérieure , à la 

fois la modalité u  de 
0t

X  et la modalité  de v Z , où Z  est une seconde variable 
qualitative. Eventuellement ces effectifs sont estimés, mais avec une très bonne précision. 

� A la date t  -donc au moment de l’enquête- des estimations fiables des effectifs croisant u  
et v , mais seulement sur l’ensemble des m domaines (et non pas sur chaque domaine). 

 
On note  le nombre d’individus du domaine  qui vérifient à la fois la modalité u  de uvaN , a X  et 

la modalité v  de Z , à la date . On note  le nombre d’individus du domaine  qui 

vérifient à la fois la modalité u  de 
0t uvaM , a
X  et la modalité  de v Z , à la date t . 
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On peut dire que  actualise  : le problème posé est donc bien celui d’une « mise à jour » 

de statistiques sur petits domaine. Par hypothèse, on connaît les  (ou une estimation de très 

bonne qualité), qui sont en pratique issus d’un recensement, ou d’un décompte dans un fichier 
administratif. Si on note 

uvaM , uvaN ,

uvaN ,

∑
=

• =
m

a
uvauv MM

1
,,  et ∑=•

v
uvaua MM ,, , 

on dispose par hypothèse des estimations  et on cherche à estimer  (l’estimateur sera 

noté ). 

uvM ,
ˆ

• •uaM ,

•uaM ,
ˆ
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Une situation concrète pourrait être la suivante : dans un ensemble de  grandes communes (si 
besoin, présentant un certain caractère d’homogénéité) on profite de l’enquête annuelle de 
recensement de l’année  pour attacher un questionnaire complémentaire qui permette de 

collecter des informations 

m

0t
X  et Z  (par exemple il s’agit de questions inhabituelles sur les 

déplacements urbains, où X  est l’utilisation d’un mode de transport et Z  est la possession d’un 
véhicule. Mais Z  peut aussi être une information collectée chaque année, comme la tranche 
d’âge). Quelques années plus tard, l’année , on s’intéresse aux nombre d’individus de la 
commune  prenant une certaine modalité de 

t
a X  (par exemple se déplaçant en vélo). On effectue 

alors une enquête spécifique sur l’ensemble des  communes, de façon à avoir une taille 
d’échantillon global assez grande, mais avec une taille d’échantillon par commune qui reste 
modeste (par exemple 500 questionnaires par commune, si m =10). On cherche à estimer le 
nombre d’individus, commune par commune, qui vérifient une modalité quelconque de 

m

X  (dans 
l’exemple, qui se déplacent en vélo). Dans ce contexte, les  sont des estimateurs communaux 

très fiables (compte tenu de la taille d’échantillon importante dans les grandes communes -c’est la 

taille totale de l’échantillon dans la grande commune  qui compte). Et les  sont également 

fiables parce qu’ils dépendent en qualité de la taille totale de l’échantillon dans l’ensemble des  
communes. 

uvaN ,

a uvM ,
ˆ

•

m

 
La méthode proposée consiste à chercher des effectifs estimés actualisés  qui soient 

« proches » des effectifs  d’origine mais dont la somme sur l’ensemble des  domaines 

considérés (les communes dans notre exemple) redonne bien les estimateurs globaux . La 

mesure de proximité fait intervenir une fonction de distance « au choix », la distance du 

uvax ,

uvaN , m

uvM ,
ˆ

•

2−chi  
étant de ce point de vue un bon critère : 

( )∑∑∑
=

−
m

a u v
uvauvauva NxN

1
,

2
,,Minimiser  

 sous contraintes ∑ •=
a

uvuva Mx ,,
ˆ  u∀  et v∀  

 
On peut aussi changer le critère de distance et rechercher : 

∑∑∑
=

m

a u v uva

uva
uva x

N
LogN

1 ,

,
,Minimiser  

                                                        sous contraintes ∑ •=
a

uvuva Mx ,,
ˆ  

 
Quelle que soit la fonction de distance retenue, La solution est la suivante : 

uv
uv

uva
uva M

N
N

x ,
,

,
,

ˆ
•

•

×=  

où . Cette valeur estime , on peut donc la noter . Finalement on forme ∑
=

• =
m

a
uvauv NN

1
,, uvaM , uvaM ,

ˆ

 

∑ •
•

• ×=
v

uv
uv
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N
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ˆˆ  
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On vérifie que si  estime  sans biais (ce qui est a priori le cas, car l’échantillonnage est 

en général conçu pour cela) et si, pour tout u  et pour tout v  : 
uvM ,

ˆ
• uvM ,•

uva

uva

N
M

,

,  ne dépend pas de  a

(en pratique, en dépend peu), alors  est sans biais de . Cet estimateur  est de 

type synthétique : en effet, il est construit à partir de données collectées sur d’autres domaines 
que . La condition d’absence de biais s’écrit aussi, pour tout couple de modalités  : 

•uaM ,
ˆ

•uaM , •uaM ,
ˆ

a ( )vu,

uva

uva

uva

uva

N
N

M
M

,

,

,

,

′′

=  

pour tout couple de domaines  et aa ′ . Cela signifie que, pour tout ( )vu, , l’importance relative 
des domaines n’évolue pas (ou évolue peu, en pratique) dans le temps : par exemple si un domaine 

 est 3 fois plus gros qu’un domaine  au moment du recensement, cette condition dit qu’il doit 
toujours être 3 fois plus gros que  au moment de l’enquête. 
a′ a

a
 

Comme dans toute approche de type synthétique, la variance de  sera faible si la taille de 

l’échantillon global concerné par l’estimation  est grande : la variance de  varie comme 

l’inverse de ∑ . Il est donc intéressant d’avoir  grand. 

•uaM ,
ˆ

uvM ,
ˆ

• •uaM ,
ˆ

=

m

a
an

1
m

 
Il existe une extension intéressante de cette méthodologie lorsqu’on dispose d’un effectif global 

estimé par domaine, soit ici . Il s’agit bien ici d’une « simple » estimation démographique, 

qui peut être obtenue par n’importe quel procédé ! Dans l’exemple ci-dessus,  estime la taille 

de la commune a  à la date t (le recensement en fournira une estimation tout à fait satisfaisante).  

••,
ˆ

aM

••,
ˆ

aM

 
On peut alors résoudre : 
 

Minimiser ∑∑∑
=

⋅
m

a u v uva

uva
uva x

N
LogN

1 ,

,
,  

 

sous contraintes 

( )

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

∑
∑

••

•

u,v
auva

a
uvuva
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vuMx

,,

,,

ˆ

,ˆ toutpour
 

 
Il n’existe pas de solution analytique, mais on peut résoudre ce problème par un algorithme 
itératif de type « raking ratio ». (Calmar pourrait convenir si la fonction objectif était programmée 
-mais ce n’est pas le cas). 
 
On peut illustrer graphiquement la problématique : 

Les données sont représentées par un parallélépipède dont les axes correspondent aux modalités 
des trois variables en jeu, soit X , Z , et les aires  : à la date courante, on connaît la réalité sur 
l’intégralité de la face avant (hachurée) et sur une arrête (en gras), et on cherche à connaître la 
réalité de la face latérale (gris clair), sachant que l’intérieur est entièrement connu, mais à une 
date antérieure. 

a
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uu (u,v)

v

X

Z
 

 
Dans la littérature, cette méthode est connue sous le nom de SPREE (Structure Preserving 
Estimation). 
 
 
2.3 Le problème de l'estimation de la qualité des estimateurs 
synthétiques. 
 
Nous avons vu en introduction que l'erreur quadratique moyenne ( ) constitue l'indicateur 
essentiel pour mesurer la qualité d'un estimateur (quel qu'il soit), du moins en terme « absolu » 
(en terme relatif, on pourra diviser la racine carrée de l’  par l’estimateur synthétique 
concerné - on obtient alors le coefficient de variation). 

EQM

EQM

 
L’  est la somme de la variance et du biais au carré. L’estimation de variance ne pose pas ici 
un problème spécifique : elle est certes difficile si l’échantillonnage est complexe, mais ce n’est pas 
lié à la taille du domaine. En effet, par construction puisque l’estimateur est synthétique, on se 
ramène de fait à la variance d’un estimateur construit à partir de l’échantillon complet (les tailles 
d’échantillon sont grandes, donc toutes les approximations habituelles sont permises). En 
revanche, l’estimation du (carré du) biais pose un vrai problème. 

EQM

 
On peut néanmoins espérer obtenir un ordre de grandeur de l’  en utilisant habilement un 

estimateur direct (qui est toujours disponible sous la seule condition ). Le processus découle 

de l’égalité suivante. Soit  un estimateur direct de  (peu importe son expression - ce peut 

être l’estimateur de Horvitz-Thompson ou l’estimateur par la régression  ou une autre 

expression) et  un estimateur synthétique de ce même  (et là encore, peu importe son 

expression). On montre facilement que  

EQM
1≥an

aŶ aY

aRegY ,
ˆ

SYNaY ,
ˆ

aY

( ) ( ) ( ) ( )aSYNaSYNaaSYNaSYNa YYVYVYYYMQE ˆˆˆˆˆˆˆˆˆ
,,

2

,, −−+−=  

constitue un estimateur sans biais de ( )SYNaYEQM ,
ˆ  où ( )V̂  et ( )MQE ˆ  sont des estimateurs 

sans biais respectivement de la variance et de l’ . A ce stade, si le domaine est « assez 

grand » (mettons si  est de l’ordre de 1 000 ou plus), on peut se satisfaire de cette expression. 

Mais s’il s’agit d’un petit domaine, il y a un obstacle incontournable, et peut-être deux obstacles 

ou même trois. Avant de les aborder, on peut déjà simplifier l’expression parce que  est 

EQM

an

aŶ
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beaucoup plus instable que . Aussi, la variance de  sera (presque) celle de , 

laquelle variance sera très supérieure à celle de . D’où le nouvel estimateur simplifié 

SYNaY ,
ˆ

aSYNa YY ˆˆ
, − aŶ

SYNaY ,
ˆ

 

( ) ( ) ( )aaSYNaSYNa YVYYYMQE ˆˆˆˆˆˆ 2

,, −−=  

 

Si  est petit, il est possible que l’on ne sache pas estimer correctement la variance de an aŶ , parce 

que dans certains cas les expressions de variance ne sont manipulables qu’avec de grandes tailles 
d’échantillon. C’est le cas par exemple si le tirage est à probabilités inégales (on doit faire appel à 
des approximations de variance, qui ne se justifient que dans un cadre « asymptotique »). Mais ce 

problème ne survient pas toujours (avec un sondage aléatoire simple et si  est l’estimateur de 

Horvitz-Thompson, il n’y a plus d’obstacle), alors que, dans tous les cas, le terme  

sera très instable à cause de la présence de . Autrement dit,  aura systématiquement 

une grande variance. Une troisième difficulté, qui, comme la première, ne survient que dans 

certaines circonstances, est liée au signe de . On voit bien qu’il peut être négatif, « par 
malchance ». On arrive donc à une conclusion assez décevante : il y a bien moyen de produire une 
formule théorique pour estimer la qualité d’un estimateur synthétique quelconque, mais d’une 
part il n’est pas du tout sûr que l’on parvienne à la mettre en œuvre, et d’autre part et surtout 
elle s’avère de toutes façons elle-même de qualité médiocre ! Le miracle ne se produit donc pas : 
on ne parvient pas à contourner le problème initial dû à la faible quantité d’information dont on 
dispose sur le domaine qui nous intéresse. 

aŶ

( )2

,
ˆˆ
aSYNa YY −

aŶ MQE ˆ

MQE ˆ

 
Sur ce constat, on peut re-appliquer la philosophie de l’estimation synthétique et imaginer que 
dans certaines circonstances et avec certaines hypothèses supplémentaires, on puisse, au prix 
d’un biais, limiter la variance. C’est en effet possible si on s’intéresse à  petits domaines (  

varie de 1 à ), sur chacun desquels on dispose des estimateurs  et , et si on pense que 

les  des estimateurs des moyennes 

m a
m aŶ SYNaY ,

ˆ

EQM SYNaY ,
ˆ  ne sont pas très différentes d’un domaine à 

l’autre (on applique cette hypothèse à l’estimateur de la moyenne et non pas à l’estimateur du 
total, tout simplement pour éliminer l’effet de taille). Si les  petits domaines ne sont en effet 
pas trop différents, l’approche se défend (penser à m  départements de même « type » si on veut 
estimer un taux de chômage par exemple). Dans ces conditions, 

m

( ) ( ) ( )∑
=

≈=
m

a
SYNa

a
SYNa

a
SYNa YMQE

Nm
YMQE

N
YMQE

1
,2,2,

ˆˆ11ˆˆ1ˆˆ  

 
D’où finalement, pour tout domaine  : a
 

( ) ( ) ( )∑∑
==

−−≈
m

a
a

a

m

a
aSYNa

a
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a
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Nm
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2

2

1
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ˆˆ11ˆˆ11ˆˆ1
 

 
Ce dernier estimateur gagne en stabilité par rapport à la première expression, et ce d’autant plus 
que  est plus grand. Evidemment, il perd son caractère sans biais en contrepartie. Son 
utilisation nécessite également un effort pédagogique puisqu’en cas de diffusion des résultats, on 
affichera la même précision pour tous les estimateurs de tous les petits domaines concernés. 

m
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3. L’estimation composite. 
 
3.1. Principe général 
 

L’estimateur direct  (on utilise ici un index  ostensible pour bien rappeler qu’il peut s’agir de 

n’importe quelle expression de type direct) est généralement sans biais ou peu biaisé (attention 
néanmoins à ne pas systématiser cette propriété : ce n’est pas vrai avec une estimation classique 

de type ratio ou de type régression -comme  par exemple- dès lors que  est tout petit) 

mais de forte variance. A l’inverse, un estimateur synthétique  sera biaisé, mais de faible 

variance. D’où l’idée de construire un estimateur d’un nouveau genre, qui soit combinaison 
linéaire des deux précédents. On parle alors d’estimateur composite : 

D
aŶ D

aRegY ,
ˆ

an
SYN

aŶ

( ) SYN
aa

D
aaCOMPa YYY ˆ1ˆˆ

, φφ −+=  

avec aφ  réel compris entre 0 et 1. A priori, ce réel dépend du domaine concerné. Il est choisi par 

l’utilisateur. Plus il est proche de 1, plus l’estimateur direct va peser dans la définition de  

(et à l’inverse plus 

COMPaY ,
ˆ

aφ  est proche de 0, plus l’estimation composite aura des caractéristiques 

proches de l’estimateur synthétique). 
 
Dans les parties qui suivent, on examine les trois principaux estimateurs composites de la théorie 
qui ne font pas appel à de la modélisation explicite (car on verra dans le chapitre suivant que tous 
les estimateurs issus d’un modèle explicite sont de type composite). 
 
 
3.2. L’estimateur composite optimum. 
 

L’objectif est simple : trouver le coefficient aφ  qui minimise l’erreur quadratique moyenne. Si on 

mène le calcul en supposant 

( ) ( ) ( ) ( )a
SYN

aa
SYN

aa
SYN

aa
D

a YYYYEYYYYE −⋅−<<−⋅− ˆˆˆˆ  

(c’est une condition très réaliste en pratique, car le terme de gauche est de l’ordre de la covariance 

entre  et , qui devrait être relativement faible parce que ces deux estimateurs sont 

construits selon des logiques fort différentes), alors on trouve 

D
aŶ SYN

aŶ

( )
a

a F
OPTI

+
=

1
1φ  (et on a bien ( ) [ ]1,0∈OPTIaφ ) 

avec   
( )

( )SYN
a

D
a

a YEQM
YEQMF ˆ
ˆ

=  

 
Cette expression est théorique et ne peut pas être calculée exactement : pratiquement, il faut 
estimer chaque terme à partir des données d’enquête, et on verra plus loin qu’il s’agit là d’une 
vraie difficulté ! 

Dans ce cas, l’estimateur composite est noté  et on a OPTI
COMPaY ,

ˆ

( )
( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

≤−

≥
=

2
1si1

2
1si

ˆ,ˆ
ˆ

,

OPTIOPTI

OPTIOPTI

YEQMYEQMMIN
YEQM

aa

aa

SYN
a

D
a

OPTI
COMPa

φφ

φφ
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De ce fait, ce rapport est toujours supérieur ou égal à 1/2. Donc l’  de  sera toujours 

au moins égale à la moitié de l’  du meilleur des deux estimateurs parmi  et , ce 

qui limite le gain de qualité de l’estimateur composite optimum. Cependant, il y a un gain effectif 
et systématique puisque ce rapport est malgré tout inférieur à 1. De plus, on montre que si, 

EQM OPTI
COMPaY ,

ˆ

EQM D
aŶ SYN

aŶ

 
( )( ) ( )( )OPTIMinOPTIMax aaa φφφ 2,112,0 ≤≤−⋅  

alors 

( ) ( ) ( )( )SYN
a

D
aCOMPa YEQMYEQMMinYEQM ˆ,ˆˆ

, ≤  

 
Pour un (OPTIa )φ  donné, c’est-à-dire pour un ratio  donné, il y a donc des conditions sur aF aφ  

pour que l’estimateur composite améliore la qualité de l’estimation par rapport au meilleur des 

deux estimateurs  et . D
aŶ SYN

aŶ
 

Si aφ  ne vérifie pas la double inégalité ci-dessus, l’estimateur composite sera bien mal choisi et on 

dégradera la situation par rapport à  ou à . On peut représenter graphiquement les 

situations possibles en portant 

D
aŶ SYN

aŶ
(OPTIa )φ  en abscisse et aφ  en ordonnée : 

 

( )OPTIaφ

aφ

ZONE
HACHUREE

où

COMPaY ,ˆ domine

11/2

SYN
a

D
a ŶetŶFOISLAA

 
 

La zone hachurée représente la zone de gain (sous-entendu par rapport au meilleur des deux 

estimateurs  et ). Le risque encouru est très clairement lié à la valeur de D
aŶ SYN

aŶ ( )OPTIaφ  : si 

(OPTIa )φ  vaut 1/2, il y a toujours amélioration, mais plus on se rapproche des extrêmes 0 et 1, 

plus l’intervalle dans lequel aφ  doit se trouver est petit. On remarquera que la diagonale 

(OPTIaa )φφ =  se situe intégralement à l’intérieur du parallélogramme hachuré (ce qui est 

réconfortant et qui confirme ce que l’on savait déjà). 
 
On vérifie qu’un estimateur naturel de ( )OPTIaφ  est 

 

( ) ( )
( )2ˆˆ

ˆˆ
SYN

a
D

a

SYN
a

a
YY

YMQEOPTI
−

=φ  
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où  est une estimation (sans biais) de l’ , telle qu’elle a été présentée au 2.3. On 
retrouve exactement le même genre de problème qu’au 2.3. : la présence de l’estimateur direct 
rend cette expression très instable. Elle peut d’ailleurs être négative, ou supérieure à 1, auquel 
cas l’estimateur optimal perd tout son sens. On peut appliquer de nouveau l’idée du moyennage 
présentée au 2.3., sous condition de disposer de  petits domaines et de supposer que 

MQE ˆ EQM

m ( )OPTIaφ  

ne varie « pas trop » d’un domaine à l’autre. Comme cette dernière hypothèse est un peu 
hasardeuse, on prend des risques… mais on peut toujours calculer 

( ) ( )∑
=

=
m

a
aa OPTI

m
OPTI

1

ˆ1~ φφ  

 

Quant à l’estimation de l’erreur quadratique moyenne de , on peut reprendre ligne à ligne 

le développement du 2.3. : c’est exactement la même problématique, et il faut au moins utiliser un 
estimateur direct pour produire une estimation… instable, hélas. 

COMPaY ,
ˆ

 
 
3.3. Les estimateurs dépendant de la taille de l’échantillon. 
 
Il s’agit d’une catégorie d’estimateurs qui n’apparaît pas de manière particulièrement naturelle -il 
faut bien le reconnaître. L’idée générale est de trouver un estimateur composite qui coïncide avec 
l’estimateur direct lorsque la taille d’échantillon  est « assez grande » : la condition peut porter 

sur , estimateur de Horvitz-Thompson de la taille  du domaine, soit (rappel) 

an

aN̂ aN

∑
∈ Π

=
asi i

aN 1ˆ  

car plus  est grand, plus  est grand (a priori, car il y a plus de termes dans la somme). Cela 

conduit par exemple à la proposition suivante : 
an aN̂

aa
a

a

aa

a NN
N
N

NN

⋅≤

⋅>
=

δ
δ

δ
φ ˆˆ

ˆ1

si

si
 

où δ  est un réel (positif) au choix. Si 1=δ , on retrouve l’estimateur direct dès lors que 

aaa NNEN => ˆˆ  

donc quand l’estimation de  dépasse la valeur attendue « en moyenne ». On notera que cette 

catégorie d’estimateurs ne peut être envisagée que si on connaît . 
aN

aN
 
Si le sondage est aléatoire simple et si on opte pour 1=δ , on obtient : 
 

y 
N
NnnYY a

a
D

aCOMPa ⋅≥= si,ˆˆ
,  

y SYN
a

a

aD
a

a

a
COMPa Y

N
n

n
NY

N
n

n
NY ˆ1ˆˆ

, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= , sinon 

 
Cette approche ne semble vraiment intéressante que si NNn a⋅  est « assez grand », c’est-à-dire 

finalement si le domaine n’est pas trop petit. En effet, le critère qui conduit à l’estimateur direct 
ne porte pas sur la valeur « absolue » de , mais seulement sur une valeur « relative » (il faut an
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comprendre relative à son espérance), si bien qu’on peut in fine retomber sur l’estimateur direct 
avec un  petit (et on sait bien que ce n’est pas souhaitable…). Dans la littérature, on trouve en 

particulier la combinaison 
an

[ ] ( ) ( )a
T

aa
T

a
a

a
a

T
aCOMPa XBXBY

N
NXBY ˆ1ˆˆˆ
ˆ

ˆˆ
, ⋅−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⋅⋅= φφ  

avec  aaa NNsi ≥= ˆ          1φ

aa
a

a NNsi
N
N

<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ˆˆ 2

 

 
L’estimateur direct s’inspire de l’estimateur corrigé présenté au 2.2.3. (il est bien de « nature » 
directe) et l’estimateur synthétique reprend l’expression de base du 2.2.1.. 
L’estimation de l’  peut se faire comme au 2.3. EQM
 
 
3.4. Les estimateurs dits « de James-Stein ». 
 
Il s’agit d’une classe d’estimateurs de type composite permettant d’améliorer la qualité de 

l’estimateur, en un certain sens. On part d’estimateurs directs  des totaux  et on suppose 

qu’il existe une fonction 

D
aŶ aY

g  telle que la transformation ( )D
aYg ˆ , notée , est une variable 

aléatoire qui suit une loi normale. On suppose que les conditions permettent d’écrire 
aθ̂

( ) ( ) aa
D

aa YgYEgE θθ === ˆˆ . Si g  est linéaire, il n’y a en général pas (trop) de problème parce 

que les estimateurs directs sont sans biais ou peu biaisés dès lors que la taille  n’est « pas trop 

petite ». Si 
an

g  n’est pas linéaire, il faut des tailles  suffisamment importantes pour assurer 

l’égalité, au moins approximativement (par exemple si on s’intéresse à un revenu moyen, on 
utilise souvent pour 

an

g  la fonction logarithme). On note aΨ  la variance (d’échantillonnage) de 

, que l’on suppose connue. On a donc aθ̂

( )aaa Ψ→ ,ˆ θθ N  

Les  sont mutuellement indépendants (propriété naturelle non contestable). Par ailleurs, et 

c’est ce qui fait l’originalité de cette approche, on dispose de valeurs  que l’on considère a priori 

comme proches des paramètres respectifs  (  est appelé « guess » en anglais). Toute origine 

est acceptable : ce peut être une information totalement externe, ou tirée d’une enquête passée. 
Ce peut être aussi une estimation a priori construite à partir des résultats de l’enquête elle-

même, par exemple en régressant les estimations directes  sur un vecteur d’informations 

auxiliaires  de dimension 

aθ̂
o
aθ

aθ o
aθ

aθ̂

az p , soit 

                                                              où   βθ ˆT
a

o
a z= ( ) θβ ˆˆ 1 TT ZZZ −=  

avec  est une matrice ( m
T zzzZ ,,, 21 K= ) mp × . Cette méthode, de nature prédictive, 

« stabilise » les estimations a priori  (d’autant plus que  est grand)  puisque le coefficient 

est calculé à partir de l’ensemble des domaines. La qualité de la prédiction est évidemment 

directement dépendante de la pertinence de la liaison linéaire postulée entre  et . 

o
aθ m

β̂

az aθ
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Lorsqu’il n’y a pas de raison de penser que les  diffèrent (sensiblement) d’un domaine à l’autre, 

une méthode simple et naturelle de construction des  consiste à choisir  et  

aθ
o
aθ 1=p 1=az ( )a∀  . 

Ce choix correspond à une situation tout à fait spécifique où, de fait, il n’y a pas de spécificité 
locale. Ce peut être aussi le choix le plus naturel (et le plus simple) lorsqu’on ne dispose d’aucune 
information auxiliaire. Dans ce cas, pour tout  de 1 à  : a m

∑
=

=
m

a
a

o
a m 1

ˆ1 θθ  

Décidons de retenir le critère de qualité suivant, notant θ  la vraie valeur à estimer et θ~  
l’estimateur considéré : 

( ) ( )
2

1

~~, ∑
=

−=
m

a
aaER θθθθ  

 
Cette erreur ( R  comme Risque) est donc définie comme la somme des erreurs quadratiques 
moyennes sur chacun des m  domaines considérés. Tous les domaines ont donc la même 
importance. On va, dans un premier temps, considérer que les variances aΨ  sont indépendantes 

de  (la valeur commune est notée a Ψ ). Cette situation peut se présenter si les tailles 

d’échantillon  sont peu sensibles à  et si la distribution des valeurs individuelles an a Y  n’est pas 

trop différente d’un domaine à l’autre. Sur ce dernier point, dans certains contextes, le choix d’une 
transformation g  judicieuse peut permettre d’y parvenir. Un bon exemple est celui des 

proportions : si le paramètre d’intérêt aθ  est une proportion  (ou un effectif), on peut choisir aP

( ) ( )aaa PPg Arcsin==θ  

où  est la fonction réciproque de la fonction sinus (dite « Arc sinus »). Cette transformation 
est certes particulièrement exotique, mais il se trouve qu’elle permet de rendre la variance de 

Arcsin

( )aa Pg ˆˆ =θ  peu sensible16 à  - et cela va donc dans le sens d’une uniformisation des . Cette 

transformation a également la vertu de rendre plus crédible l’hypothèse de normalité de , en 

particulier lorsque  se rapproche de 0% ou de 100% (où l’hypothèse est plus fragile, surtout si 

 n’est pas très grand). 

aP aΨ

aP̂

aP

an
 
Dans ces conditions, on peut construire les estimateurs dits de James-Stein, selon 

( )o
aa

o
aJSa S

K θθθθ −⋅⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Ψ⋅

−+= ˆ1ˆ
,  

avec   ( )
2

1

ˆ∑
=

−=
m

a

o
aaS θθ

2−m  si les  sont exogènes o
aθ

et =K  
2−− pm  si les  sont issus d’une régression sur  (de dimension o

aθ az p ). 

 

                                                      

16 Résultat : si , et si est « grand », alors ( PmX ,B→ ) m ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

m
XArc sin  a une variance approximativement égale 

à 1/ (4 ). Donc m P n’apparaît pas dans cette variance. 
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On remarquera que cela impose une valeur minimale à , qui vaut 2 dans le cas 1 et  dans 
le cas 2 (ce peut donc être assez contraignant si 

m 2+p
p  est grand -on peut dire aussi qu’à m  fixé cela 

limite le nombre d’informations auxiliaires mobilisables pour construire l’estimateur a priori). 
 
Cet estimateur : 

� est (très) facile à calculer 

� s’écrit aussi 

( ) o
aJSaJS θφθφ ⋅−+⋅ ˆ1ˆˆ  

 

où  
S

K
JS

Ψ⋅
−=1φ̂  (ne dépend pas de ) a

Il a donc une allure typique d’estimateur composite. Néanmoins, si on a bien , on peut 

avoir  (ce qui n’est pas très orthodoxe pour un estimateur composite). 

1ˆ ≤JSφ

0ˆ <JSφ

� a la propriété suivante - et c’est bien là son intérêt majeur : 

( ) ( )θθθθ ˆ,ˆ, RR JS ≤ ,  pour tout θ . 

Cette inégalité signifie que  domine l’estimateur direct  à partir duquel il est construit : il 

lui est toujours préférable selon le critère de risque retenu (et cela est vrai pour tout 
JSθ̂ θ̂

θ ). 
 
On peut commenter l’amélioration de qualité à partir des compléments suivants. Le risque de 
référence est celui de l’estimateur direct, soit  

( ) ( ) ( ) Ψ⋅==−= ∑ ∑
= =

mVER
m

a

m

a
aaa

1 1

2 ˆˆˆ, θθθθθ . 

Or on montre : 

( ) ( )
( ) ( )∑

=

−+Ψ−

Ψ−
−Ψ≤ m

a

o
aa

JS

m

mmR

1

2

22

2

2ˆ,
θθ

θθ  

 

Ceci permet de juger de l’impact des estimations a priori  : si on a effectué une estimation a 

priori très pertinente, c’est-à-dire si on a pu approcher correctement les 

o
aθ

aθ  (noter que ce n’est 

qu’un pari : en pratique, on ne peut pas savoir si c’est le cas, puisque aθ  est inconnu), on aura 

 proche de 0, et donc la majoration du risque de  sera proche de . Il y aura 

donc une amélioration notable dès que , et d’autant plus grande que  est grand. 
Avec le critère de risque retenu (ne pas l’oublier…) l’amélioration peut devenir spectaculaire si  
est grand (penser au cas où les domaines sont les départements, avec m  proche de 100, ou les 
ZUS avec m  proche de 800). Au contraire, si les estimations a priori sont éloignées des vraies 
valeurs, la borne supérieure va tendre vers 

(∑
=

−
m

a

o
aa

1

2
θθ ) JSθ̂ Ψ2

3≥m m
m

Ψm , et l’amélioration ne sera pas très importante 
(bien qu’elle existe toujours). Ce résultat est sain : l’amélioration est d’autant plus marquée que 
l’information utilisée a priori (les ) est pertinente pour expliquer les az aθ . En cela, l’estimateur 

de James-Stein préfigure bien toute l’approche par modélisation explicite qui va constituer les 
parties qui suivent, et qui est perpétuellement sous-tendue par l’idée qu’un modèle apportant sa 
contribution explicative va venir appuyer l’estimation directe, en la complémentant d’autant 
mieux que la modélisation est plus pertinente. 
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A ce stade, l’estimateur de James-Stein semble être une panacée, d’autant plus qu’il ne s’appuie 
pas sur une modélisation des aθ  (on ne peut pas dire que l’estimateur dépend d’un modèle) - mais 

il faut modérer son enthousiasme au vue des points suivants, qui traduisent des faiblesses. 

� Si la fonction g  n’est pas l’identité (par exemple si on utilise l’arcsinus dans le cas d’une 

proportion), la dominance de ( )JSaJSa gY ,
1

,
ˆˆ θ−=  sur l’estimateur direct concurrent  n’est 

hélas pas assurée. 

D
aŶ

� Le critère de qualité est conçu pour une amélioration globale sur l’ensemble des 
domaines, mais il n’apporte pas de garantie au niveau d’un domaine donné. Il est 

d’ailleurs possible qu’il y ait une dégradation de l’erreur de certaines composantes  

par rapport à  (allant en théorie jusqu’à 

JSa,θ̂

aθ̂ 4m  fois l’erreur de la composante de ). Il 

est néanmoins possible d’adapter  afin de limiter ce risque (sans le supprimer, 

cependant), en construisant l’estimateur suivant : 

aθ̂

JSa,θ̂

aaJSaaa

aaJSaaa

aJSaaJSa

JSa

Ψ+>Ψ+
Ψ−<Ψ−

Ψ≤−

=
θθθ
θθθ

θθθ

θ
ˆˆˆ
ˆˆˆ

ˆˆˆ

ˆ
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,

,,

*
,

si

si

si

 

� En pratique et pour mémoire, certaines hypothèses sont formulées pour les besoins  
théoriques mais ne sont, en réalité, pas vérifiées. Cela ne peut qu’avoir des conséquences 

sur les propriétés - et donc sur la pertinence - des estimateurs  (conséquences que 

l’on ne maîtrise pas bien semble-t-il, mais qui laissent augurer, évidemment, une perte 
d’efficacité). Dans cette catégorie, on trouve l’hypothèse de normalité bien entendu, mais 

aussi le fait que  soit sans biais de 

JSa,θ̂

aθ̂ aθ  (ce qui est difficilement admissible si g  est non 

linéaire et que  est petit), et également le principe de variances d’échantillonnage an aΨ  

connues. Cette dernière hypothèse est, en pratique, fantaisiste, car il faut toujours 
estimer la variance d’échantillonnage, et ce n’est donc pas aΨ  que l’on peut intégrer dans 

la formulation de l’estimateur, mais . aΨ̂

� La théorie s’adapte au cas de variances aΨ  différentes, mais il faut en contrepartie 

modifier le critère de qualité, d’une façon qui n’est pas vraiment satisfaisante. 
 
 
3.5. Les méthodes spécifiques aux estimations de population. 
 
3.5.1. La méthode de modélisation des flux démographiques. 
 
On considère que le petit domaine  est plongé dans une zone plus vaste a Ω . Durant une période 

initiale , on connaît, sur la population 0t Ω , le nombre de "naissances" - noté  - et le nombre de 

décès - notés . Cette information sur les naissances et les décès est supposée exacte, et provient 

de fichiers administratifs : par exemple pour une population d'individus physiques, c'est l'état 
civil, et pour une population de logements c'est un comptage issu des fichiers de permis de 
construire achevés SITADEL et de permis de démolir. On dispose également d'un estimateur tout 
à fait fiable de la taille totale de la population sur 

0B

0D

Ω  à la fin de la période , de même qu'à la fin 

de n'importe quelle période t , noté . Si 

0t

tP̂ Ω  contient des individus physiques,  peut très bien 

être le résultat des enquêtes de recensement successives. Au sein du domaine a , on peut aussi 
tP̂

Insee - Actes des Journées de Méthodologie Statistique 2005 46



exploiter les fichiers administratifs, si bien qu'on dispose du nombre « exact » de naissances dans 
 durant toute période  (que l’on notera ) et du nombre « exact » de décès durant cette même 

période (que l’on notera ). On notera  la taille totale de la population de  à la fin de 

n’importe quelle période . Cette taille est inconnue - c’est l’objet de ce développement de 
chercher à l’estimer - mais on suppose que l’on connaît quand même  exactement (par exemple 

c’est la valeur au RP99 - donc issue d’une source exhaustive). 

a t tb

td tp a
t

0p

 
Pour estimer , on va s’appuyer sur le « modèle implicite » suivant : tp

0

0

0
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B
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t
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=  

 
Cela revient à considérer que le ratio « poids des naissances dans la population » évolue entre  

et  t  d’une manière identique dans  d’une part, et dans 
0t

a Ω  d’autre part. On en déduit 

immédiatement un estimateur  de  selon : tp̂ tp
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Le raisonnement symétrique peut être fait avec les décès, si bien qu’on peut finalement retenir : 
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Cette méthode peut être affinée si on applique le modèle sur des sous-populations. 
 
 
3.5.2. Les méthodes utilisant une régression. 
 
Soit  la date « courante ». On suppose qu’avant  il y a eu (au moins) deux recensements ayant 
permis de connaître les vraies tailles de population dans un ensemble 

t t
Ω  de m  petits domaines 

 où  est « grand ». On note  la population dénombrée dans  lors du premier 

recensement (date , disons) et  la population dénombrée dans  lors du second recensement 

(date 1). Soit  
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On suppose par ailleurs que l’on dispose d’une batterie de variables 
( )j
atλ  sur les domaines  et 

pour chaque date t  (à partir de la date 0) telles que si on note : 
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alors on peut lier les aδ  et les  par une relation linéaire multivariée du type : ( )j
az

 
( ) ( ) ( )

a
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aPaaa uzzz +++++= γγγγδ K2
2

1
10  

où  est un résidu « petit » d’espérance nulle.  au aδ  mesure l’évolution, entre deux recensements 

consécutifs, de la part de la population totale qui se situe dans le domaine.   est construit sur 

le même principe, mais à partir de variables autres que la taille de population. Les 

( )j
az

( )j
az  

proviennent de fichiers exhaustifs et réguliers, en pratique de fichiers administratifs. 
 
Partant du modèle précédent, on estime les jγ  par la méthode classique des moindres carrés et 

on utilise les coefficients jγ̂  estimés en posant : 
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On notera que la procédure est originale en ce sens où les variables - expliquée aussi bien 
qu’explicatives - ne correspondent pas à celles qui ont permis l’estimation des jγ  ! Cette 

« manipulation » suppose une certaine stabilité des phénomènes reliant les variables explicatives 
aux variables expliquées, faute de quoi on introduit un biais. 
 
A ce stade, on connaît les valeurs de tous les régresseurs, on connaît les  (et donc ) et 

puisque la réunion Ω  des  domaines est de grande taille, l’échantillon global va permettre 

d’estimer  (par ) de manière fiable. Le modèle implicite sous-jacent ne se traduit pas ici par 

une formule précise, mais il se décrit plutôt par le fait que la relation de type linéaire précédente 
peut être ré-écrite à l’identique au cours du temps, avec des variables explicatives et expliquée qui 
évoluent. Cette méthode est bien d’inspiration synthétique parce que les 

1ap 1P
m

tP tP̂

jγ̂  sont obtenus à partir 

de l’ensemble des domaines.  
 
Une autre approche de type régression est envisageable dans le cas où on dispose d’une 
estimation directe de  pour certains petits domaines  à la date , en nombre  

. Notons  cette estimation. On pose alors : 
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Il reste à estimer jβ  par  (méthode classique des moindres carrés) et on aboutit aux 

estimateurs indirects  définis selon l’équation : 
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On notera que les jβ  s’estiment à partir de k  points mais que l’on obtient bien les estimations 

 sur chacun des  domaines. atp̂̂ m
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Cette approche, comme la précédente, s’appuie sur une technique de régression, mais elle se 
distingue en revanche par le fait qu’elle fait toujours intervenir les mêmes régresseurs : on 
abandonne donc ce « tour de passe-passe » qui consistait à changer de régresseurs tout en 

conservant les coefficients de la régression. Cette stabilité joue plutôt à l’avantage de  sur 

. En contrepartie, la régression qui conduit à  s’appuie sur des estimations directes, donc 

instables (alors que la régression associée à  faisait intervenir des variables expliquées 

atp̂̂

atp̂ atp̂̂

atp̂ aδ  

parfaitement stables par construction). Cet aspect est, cette fois, à l’avantage de . atp̂

La comparaison des qualités des trois estimateurs concurrents ,  et  est possible sous 

certaines hypothèses. On montre que si la variance d’échantillonnage de 
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(donc  pour tout a ), alors l’EQM de  sera inférieure à celle de . Cette 

situation est la plus vraisemblable en pratique. Si le temps n’affecte pas la structure des liaisons 
qui servent à construire les estimations, autrement dit si on pose 

( ) 2
vavVar σ= atp̂ D
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et que, pour tout  de 1 à j p , on a jj γβ = , alors  sera plus efficace que  si et seulement 

si la variance d’échantillonnage de  est supérieure à la somme des variances des deux modèles 

en jeu, soit . Cela a de bonnes chances d’être le cas, en pratique. 
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Estimation indirecte avec modélisation explicite 
 
 

1. Principe de base de cette approche. 
 
On aborde désormais un ensemble de méthodes relevant d’une autre philosophie. En effet, on va 
s’appuyer sur des modèles qui relient une variable d’intérêt à des informations auxiliaires en 
tenant compte de deux sources de variabilité : d’une part une variabilité liée au sondage (puisqu’il 
y a échantillonnage, il y a « quelque part » une sensibilité à l’échantillon tiré), et d’autre part une 
variabilité plus classique en statistique inférentielle qui considère le vrai total dans un domaine 
comme le résultat d’un mécanisme de nature aléatoire. 
 
La modélisation n’a cependant d’intérêt que si elle crée des conditions satisfaisantes pour estimer 
les paramètres d’intérêt - qui sont toujours ici des totaux par domaine (ou des moyennes ou des 
proportions, ce qui est de même nature) ou des fonctions (même complexes) de ces totaux. Dans ce 
dernier cas de figure, on se ramène au problème d’estimation de totaux. Ces conditions se 
concrétisent 

1) par l’hypothèse d’une liaison de type linéaire entre l’espérance (par rapport à l’aléa du 
modèle) d’un paramètre d’intérêt et une batterie de variables explicatives connues  

et 
2) par l’hypothèse que cette liaison s’applique de la même façon à l’ensemble des domaines 

que l’on étudie, la spécificité de chaque domaine étant néanmoins prise en compte dans 
les composantes du modèle. 

 
Ce sont évidemment les conditions traditionnelles de la modélisation -par exemple celles que l’on 
trouve en économétrie. Il y a au préalable un effort d’imagination à faire pour voir un vrai total 

 dans un domaine comme le résultat d’un mécanisme aléatoire : ce n’est en effet pas l’approche 

habituelle du sondeur. Néanmoins, elle sera dans toute la suite bien pratique car la liaison 
postulée constitue la base de gains de qualité que l’on peut espérer dans l’estimation de . 

L’objectif est d’exploiter au maximum cette liaison pour tirer profit de l’ensemble de l’information 
dont on dispose : on constatera in fine que c’est effectivement l’ensemble de tous les domaines qui 
est impliqué dans l’expression de l’estimateur du total relatif à l’un quelconque d’entre eux. 
Autrement dit, si on ne peut ou si on ne veut travailler que sur un seul domaine, cette partie 
devient absolument sans objet, parce qu’il n’y a pas de modélisation exploitable possible : si par 
exemple on veut estimer le taux de chômage dans un département  (qui est un ratio de totaux), 
il faudra estimer les taux de chômage et récupérer les informations auxiliaires par département, 
puis relier les premiers aux secondes sur 10, 20, ou peut-être 30 départements - et pas seulement 
sur « le » département . Dans le cas contraire, on peut (et on doit, de fait) se raccrocher au 
chapitre précédent et adopter une approche implicite (qui consistera à postuler qu’au sein de 
certaines sous-populations, le taux de chômage de  est le même que le taux de chômage 
régional, voire national - techniquement, on n’a pas besoin de manipuler des taux 
départementaux en dehors de ). Comme c’est le cas chaque fois qu’il modélise, le statisticien 
court un risque de biais, mais c’est une contrepartie inévitable à la réduction de la dimension du 
problème. On dispose néanmoins d’éléments de diagnostic sur la pertinence des modèles (ce 
dernier point est fort compliqué, et ne sera pas abordé par la suite). 

aY

aY

D

D

D

D

 
2. Présentation des principaux modèles utilisés 
 
On peut structurer la typologie des modèles de plusieurs manières, mais celle qui nous paraît la 
plus pertinente s’appuie sur la nature des individus statistiques : soit il s’agit des individus « de 
base » (personnes physiques ou entreprises), soit il s’agit des domaines eux-mêmes (un individu 
coïncide avec un domaine, autrement dit la modélisation porte sur des grandeurs définies au 
niveau du domaine). 
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2.1. Les modèles conçus au niveau « domaine » 
 
2.1.1. Le modèle de Fay et Herriot 
 
C’est l’approche de base, la plus connue et probablement la plus utilisée. Comme nous venons de 
le signaler, on travaille avec plusieurs domaines : on notera  le nombre de domaines concernés 
par les traitements. Un domaine « quelconque » est identifié par  (donc  varie de 1 à ). 

m
a a m

 

On s’intéresse aux moyennes aY  d’une variable d’intérêt réelle Y  et on suppose que l’on connaît, 

pour chacun des m  domaines, une information auxiliaire vectorielle (de dimension p ) notée17 . 
Pour gagner en généralité, on partira d’une modélisation d’une fonction de la moyenne, notée 

z

 

( )aa Yg=θ  

où g  est une fonction de R  dans  parfaitement définie (R g  est souvent l’identité, mais dans 
certains cas le logarithme peut être plus adapté, par exemple lorsqu’on manipule des revenus). 
On va postuler pour tout une relation du type :  a
 

aa
T
aa vbz ⋅+⋅= βθ  

où β  est un vecteur de dimension p  inconnu,  est un réel connu (fonction du domaine) et  

est une variable aléatoire d’espérance nulle et de variance  inconnue. Il s’agit de l’expression 

classique du modèle linéaire, célébrissime en statistique inférentielle et largement manipulée par 
les économètres. L’aléa de  n’a donc rien à voir avec l’aléa de sondage ; il traduit le processus 

stochastique à l’origine de l’écart entre la vraie valeur 

ab av
2
vσ

av

aθ  et la partie expliquée  (c’est ainsi 

que l’on donne le plus souvent un sens à l’aléa de modèle : représenter et concentrer tout ce qui 
n’a pas pu être expliqué par l’information dont on dispose). Autrement dit,  concentre toute 

la variabilité « inter petits domaines » (toute la spécificité locale) qui n’a pas pu être 
traduite au travers de l’information auxiliaire . Le coefficient  est purement 

technique : il est là pour créer une variance (celle de ) qui dépende du domaine (on peut 

toujours s’en débarrasser en posant 

βT
az

av

az ab

aavb
1=ab ). On considérera que les  variables aléatoires  

sont mutuellement indépendantes (ce qui est fort réaliste). On notera qu’il n’y a pas d’hypothèse 
sur la loi des (en pratique, on fait souvent l’hypothèse d’une loi de Gauss : cela confère certes 

des propriétés sympathiques à l’estimateur, mais ce n’est pas techniquement indispensable). 

m av

av

 
Dans notre contexte, qui est centré sur la variabilité des aθ , on dira par la suite que  est un 

« effet aléatoire » et le modèle un « modèle à effet aléatoire »
av

18. La pertinence d’une modélisation 
par effet aléatoire peut être longuement discutée et on peut entrer dans des débats sans fin sur 
cette question. Notre sentiment est qu’il s’agit d’un moyen, peut être pas très représentatif de la 
réalité, mais au moins techniquement pratique pour réduire la dimension du problème et 
permettre en conséquence de procéder à des estimations en prenant en compte une spécificité 
locale sans être bloqué par une surabondance de paramètres. Pour bien comprendre l’enjeu, l’effet 
aléatoire doit être opposé à l’effet fixe. Dans un modèle à effet fixe, ce qui traduit la spécificité  

du domaine  n’est pas une variable aléatoire mais une variable explicative déterministe, 
exactement au même titre que les  (d’ailleurs on pourrait l’écrire comme une composante de 

, et ne pas l’isoler dans l’écriture du modèle). Cette vision des choses conduirait à considérer 

av
a

az

az

                                                      
17 Par convention, les vecteurs sont toujours des vecteurs « colonne ». Le vecteur « ligne » s’obtient en transposant le 
vecteur colonne (la transposée est repérée par l’exposant T). 
18 Traditionnellement, c’est au modèle du 2.2.1 qu’on réserve cette appellation. 
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que l’espérance de aθ  contient cet effet fixe, c’est-à-dire qu’elle s’explique par autre chose que les 

composantes de  : autrement dit, la spécificité d’un domaine apparaitrait comme une 

composante explicite de l’espérance du paramètre 
az

aθ . Au contraire, dans le modèle à effet 

aléatoire, l’espérance de aθ  n’a rien de spécifique au-delà de ce qui est pris en compte dans , 

mais la spécificité de chaque domaine est à mettre au compte d’un phénomène de variance : c’est 

alors le paramètre de variance  qui encaisse toute cette spécificté. Cette différence d’approche 

entre effet fixe et effet aléatoire peut sembler byzantine, mais en fait elle traduit une profonde 
différence de philosophie. Dans le premier cas la spécificité des domaines est structurelle (c’est 
gravé dans l’espérance du modèle), dans le second elle résulte d’un effet du hasard (c’est un effet 
de variance qui s’interprète comme la réalisation d’un simple phénomène aléatoire). L’approche 
par effet fixe nous parait dans le fond beaucoup plus adaptée : si par exemple une grosse usine 
ferme dans une commune, de manière suffisamment brutale pour qu’aucune information 
auxiliaire disponible  n’ait le temps de traduire le phénomène, et que cela crée un phénomène 

localisé conduisant à une forte croissance du taux de chômage dans la commune, il n’est pas très 
naturel de traduire cet effet comme un résulat de loterie et d’imaginer qu’il aurait pu en être 
autrement ! Hélas, techniquement le modèle par effet fixe est dans ce contexte une impasse, parce 
qu’il y a autant d’effet fixes que d’observations : comme on ne peut rien estimer, il faut se 
résoudre à l’abandonner ! 

az

2
vσ

az

 
En pratique, on peut avoir de sérieuses difficultés à collecter l’information auxiliaire  (réputée 

« exacte », c’est-à-dire qu’il s’agit bien ici d’une vraie valeur relative au domaine et non d’une 
estimation obtenue par sondage - ou si c’est le cas, il faut que l’estimateur associé soit 
extrêmement précis). Il est même possible que ce soit finalement la partie la plus délicate, voire la 
plus décevante, de l’opération. En effet, on se trouve face au problème essentiel déjà évoqué dans 
la partie 1. du chapitre consacré à la modélisation implicite, et si on ne parvient pas à disposer de 
sources exhaustives contenant des informations « suffisamment » explicatives, la perspective 
d’une modélisation efficace disparaîtra. 

az

 
A ce stade, il est fondamental de noter que aθ  n’EST PAS OBSERVE (il existe… mais on ne le 

connaît pas, puisque c’est justement ce que l’on cherche !). De ce point de vue, on n’est donc pas 
du tout dans les circonstances classiques de la modélisation linéaire. En revanche, on a observé 

un estimateur direct de aθ , noté , qui diffère de aθ̂ aθ  par une erreur d’échantillonnage notée , 

soit pour tout a  
ae

aaa e+= θθ̂  

 

aθ̂ est construit sur le modèle de aθ , à partir d’un estimateur direct de aY  (noté aŶ ). La suite 

considère que les erreurs  sont sans biais - il faut comprendre par rapport à l’aléa 

d’échantillonnage. C’est un cadre théorique sur lequel on s’appuie par la suite mais qui n’est pas 
systématiquement vérifié, et qui constitue donc une limitation à la mise en œuvre de ce modèle. Il 
y a essentiellement deux cas a priori défavorables : 

ae

• Une fonction g  non linéaire ; 

• Un estimateur direct aŶ  biaisé (ce qui est assez courant, penser au ratio ou à l’estimateur 

par la régression - de façon générale, penser à tout estimateur redressé) 
 
Ces deux limites perdent de leur importance en pratique dès que  est « assez grand » (quelques 

dizaines). Cela étant, on peut toujours contourner la difficulté évoquée dans le second alinéa en 
utilisant l’estimateur direct de Horvitz-Thompson, qui n’est pas biaisé. On retiendra que si 

an

g  est 
non linéaire, la modélisation peut échouer si le domaine est très petit. 
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La variance d’échantillonnage de  est notée aθ̂ aΨ . C’est aussi la variance de . On la suppose 

connue : s’agissant d’une question directement liée à l’échantillonnage, il n’y a pas d’obstacle 
théorique incontournable qui empêcherait le calcul de 

ae

aΨ  (un logiciel d’estimation de variance 

comme Poulpe par exemple, fournira dans la plupart des cas une estimation correcte de aΨ ). 

Cela étant, le réalisme conduit à modérer ce discours sur deux aspects : d’une part, on obtiendra 
« seulement » une estimation de  et donc des résultats fantaisistes si  est vraiment petit, et 

d’autre part la complexité de certains plans de sondage pourra en pratique constituer une 
véritable difficulté pour le statisticien qui n’a pas les moyens d’investir en parallèle dans le calcul 
de variance. 

aΨ an

 
Les  sont, quant à eux, supposés mutuellement indépendants dans l’approche de base. La 

pertinence de cette hypothèse dépend directement de la méthode d’échantillonnage. En effet, 

certains plans de sondage vont conduire à des corrélations non négligeables entre  et . Cela 

se produira surtout si on utilise des sondages à plusieurs degrés, dans lesquels l’effet de grappe 
génère mécaniquement de la corrélation. Par exemple si on échantillonne des districts du 
recensement et que l’on s’intéresse à un revenu moyen, d’une part sur le (petit) domaine  des 
hommes de 40 ans, d’autre part sur le (petit) domaine des femmes de 40 ans, il est fort probable 

qu’il y aura une corrélation positive

ae

aθ̂ bθ̂

a
b

19 entre les estimateurs de revenu  et . Si les domaines 

 et b  sont inclus dans des strates de tirage différentes, la corrélation sera rigoureusement 
nulle, mais dans tous les autres cas (ne serait-ce qu’avec un banal tirage aléatoire simple dans la 
population globale) il y aura une covariance théoriquement non nulle. Cependant, dans la plupart 
des cas, cette covariance sera numériquement négligeable (avec le tirage aléatoire simple, elle 
varie en 

aθ̂ bθ̂
a

N1  où  est la taille de la population globale - donc autant dire qu’elle est nulle). N
Finalement, en concaténant les deux écritures précédentes, on obtient, pour tout  : a

aaa
T
aa evbz ++= βθ̂   (M1) 

 
Il est tout à fait raisonnable de considérer que  et  sont des variables aléatoires 

indépendantes parce qu’on définit les plans de sondage au niveau national (qui conduisent à ) 

d’après des considérations générales de précision et de coût qui sont totalement déconnectées des 
phénomènes locaux (qui pour leur part conditionnent ). 

av ae

ae

av
 
Le modèle obtenu (noté M1) est dit « modèle de Fay et Herriot ». C’est un modèle qui « superpose » 
donc deux types d’aléa, mais ça n’a en fait aucune importance, ce qu’il faut retenir c’est que le 
terme aléatoire aaa evb +⋅  a une espérance nulle et, compte tenu des hypothèses faites, une 

variance globale égale à . On rappelle que les  sont là pour traduire la spécificité 

des domaines, alors que ce n’est pas du tout la nature des . 
avab Ψ+⋅ 22 σ av

ae
 

Le paramètre  témoigne de l’existence d’une variabilité de type « inter » domaines : il est non 

nul dès lors qu’il y a des effets propres aux domaines, au-delà de la partie expliquée par 

2
vσ

Z . On 
peut donc interpréter  comme le terme qui traduit la spécificité du domaine  par rapport 

aux autres, hors effet de 
aa vb ⋅ a

Z  (spécificité due à un ensemble de causes que l’on n’est pas en mesure 
de formaliser par une information identifiée et disponible). Les paramètres aψ  sont au contraire 

liés à la variabilité « intra » domaines, s’agissant d’une variance d’un estimateur direct. 

                                                      
19 Compte tenu de l’effet de grappe naturel lié à la proximité imposée par les limites des districts, si le revenu moyen 
estimé des hommes de 40 ans est supérieur à sa moyenne vraie, il est fort à parier que ce sera également le cas pour le 
revenu moyen estimé des femmes. 
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On peut étendre M1 dans deux directions essentiellement :  

� la première consiste à modéliser simultanément plusieurs paramètres d’intérêt dans 
chaque domaine , soit à manipuler : a

( )TK
aaaa θθθθ ,,, 21 K=   ( 2≥K ) 

 
M1 s’étend alors à un modèle multivarié où, pour tout  : a

aaa
T
aa evbZ ++= βθ̂  

 

aZ est une matrice (contrairement à ) et les matrices de variance-covariance de  et de  ne 

sont pas diagonales. Ainsi, on peut bénéficier de la structure de corrélation entre les composantes 

de   pour améliorer la qualité de l’estimateur final : on va en effet introduire quelques 

paramètres supplémentaires dans le modèle, mais en démultipliant le nombre d’observations 
(multiplié par , si bien que l’opération ira globalement dans le sens d’une amélioration de la 
qualité de l’estimation (même argumentation pour les modèles temporels - voir 2.1.3). Par 
exemple, il sera probablement bien plus efficace de modéliser le vecteur (revenu total du domaine, 
patrimoine total du domaine, taux de chômage du domaine) que chaque composante séparément. 
De même, dans une enquête sur le handicap et la dépendance, on aura intérêt à modéliser des 
vecteurs regroupant des composantes relatives aux différents handicaps physiques et aux 
handicaps mentaux. 

az ae av

aθ̂

)K

� La seconde généralisation consiste à accepter une corrélation non nulle entre les . 

Comme écrit ci-dessus, cette situation survient surtout en cas de tirage à plusieurs 
degrés, lorsque les différents domaines se retrouvent au sein des unités primaires. Les 
domaines sont alors généralement des catégories socio-démographiques bien définies, 
mais a priori, pour les enquêtes Insee en tout cas, ce contexte ne se présente pas lorsque 
les domaines sont des aires géographiques. 

ae

 
 
2.1.2. Modèle de corrélation spatiale. 
 
Le modèle (M1), même dans sa version « étendu », s’est toujours appuyé sur des effets locaux  

mutuellement indépendants. Cela gagne en simplicité, mais il arrive que cette hypothèse soit peu 
crédible : c’est en particulier le cas lorsque les petits domaines sont géographiquement proches et 

qu’il y a un effet notable de la géographie sur la détermination des paramètres 

av

aY  (donc aθ ). Si 

on considère deux agglomérations  et b  proches l’une de l’autre et que l’on s’intéresse au taux 
de chômage dans ces agglomérations, on imagine facilement que les effets résiduels  et  

soient corrélés : en effet, il y a probablement des composantes explicatives du taux de chômage 
non prises en compte dans 

a
av bv

Z , qui s’avèrent identiques dans  et b . a
Un modèle bien adapté consiste à postuler une covariance entre  et  qui soit une fonction 

décroissante d’une « distance »  entre  et . Par exemple 
av bv

abd a b

( ) abd
ba evvCOV βα −⋅=,   ( ) 2, R∈βα  

 
On se démarque donc du modèle de Fay et Herriot, dans lequel la covariance entre les résidus du 
modèle était supposée nulle. 
 
Certains auteurs abordent la question en proposant une loi paramétrée de  conditionnelle aux 

autres effets résiduels . Par exemple, si on définit 
av

( abvb ≠ ) aΩ  comme étant un « voisinage » de 

, on peut poser pour tout  a a
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{ } ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅→≠ ∑

Ω∈ ab
vbba vabvv 2,, σρN  

où ρ  est un paramètre réel inconnu. La notion de voisinage peut s’entendre au sens 
géographique, mais pas nécessairement : ce peut être selon des critères socio-démographiques par 
exemple. De cette relation, on peut tirer une forme de covariance (non conditionnelle) entre  et 

, pour tout ( ) . 
av

bv ba,
 
Toutes ces écritures ne font qu’exprimer la même idée : il y a un effet de « contagion » liée à une 
forme de proximité entre les petits domaines, c’est-à-dire que deux petits domaines proches vont 
avoir des effets propres  voisins (et d’autant plus voisins qu’ils sont plus proches !). av
 
 
2.1.3. Modèles temporels. 
 
On rencontre ces modèles lorsqu’on pratique des enquêtes répétées dans le temps. 
L’échantillonnage peut être indépendant d’une date à l’autre, mais ce peut être aussi un panel, ou 

un échantillonnage rotatif. On obtient alors des estimations  pour m  domaines  et pour atθ̂ a T  

dates ( varie de 1 à t T ). On peut généraliser M1 en posant : 

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++==
+=

ataa
T
atatat

atatat

uvbzYg
e

βθ
θθ̂

 

 
Les structures sur les erreurs , ( )ate ( )av , ( )atu  peuvent être plus ou moins complexes. Il peut 

aussi y avoir des hypothèses de lois (de Gauss) sur tout ou partie de ces variables aléatoires. Il 
paraît en tout cas incontournable, dès lors que l’échantillonnage n’est pas conçu indépendamment 
d’une date à l’autre, de considérer que les , pour  fixé et t  variant de 1 à ate a T  sont corrélés (ce 

qui traduit une corrélation dans le temps des atŶ ). La corrélation spatiale des  est moins 

claire, et renvoie aux commentaires des parties 2.1.1. et 2.1.2.. 
ate

 
A cause de la dimension temporelle et des inerties « naturelles » qui l’accompagnent, on a 
tendance à considérer que les  sont corrélés, pour a  fixé, lorsque t  varie. Une modélisation 

simple pour traduire cette dépendance temporelle est celle de l’auto régression, soit 
atu

attaat uu ερ +⋅= −1,  

avec 1<ρ  ( ρ  paramètre réel inconnu). Les atε  sont cette fois deux à deux indépendants. 

On peut évidemment sophistiquer la modélisation à loisir… les procédures d’estimation seront 
plus difficiles en conséquence et la technique à mettre en œuvre n’en sera que plus lourde. Mais la 
philosophie d’ensemble restera toujours la même. Par exemple, le modèle suivant apparaît comme 
assez général : 

atatat e+=θθ̂  

at
T
atat z βθ ⋅=  

Le vecteur de coefficients  vérifie : ( )Tpatatatat ,10 ,,, ββββ K=

ρ,,2,1,0 K=∀j  atjajjtaatj εβµβλβ +⋅+⋅= − ,1, , où les ajβ  sont des réels (ne dépendant donc pas 

du temps), ( )µλ,  sont deux réels connus, et atjε  une variable aléatoire vérifiant, à t  et  fixés a
kj ≠∀   ( ) jkatkatjCov σεε =,  
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Les atjε  sont non corrélés dans le temps. On retrouve des modèles classiques avec les cas 

particuliers ( ) ( 0,1, = )µλ , ou ( ) ( )1,0, =µλ  ou encore ( ) ( )ρρµλ −= 1,, . 
 
L’intérêt de cette modélisation est de réduire la dimension du problème et d’augmenter a priori la 
qualité de l’estimation. En effet, l’existence de séries chronologiques va démultiplier les valeurs 

observées  (on aura atθ̂ T  fois plus d’observations) au prix d’une augmentation insignifiante du 

nombre de paramètres (par exemple, dans le premier modèle on ajoute seulement le ρ ). 
Globalement, si le modèle est adapté au contexte (c’est évidemment une condition déterminante 
qui nécessite une réflexion préalable approfondie), l’opération sera fort rentable et se soldera par 
une amélioration de la qualité d’estimation de chacun des paramètres, et par conséquent par une 
diminution de l’erreur quadratique moyenne de l’estimateur « petits domaines »20 (même 
argumentation que pour la modélisation multivariée évoquée au 2.1.1). 
 
 
2.1.4. Modèles pour variables qualitatives ou pour variables de comptage. 
 
Le modèle de comptage le plus courant est le modèle de Poisson. Il s’agit d’un modèle linéaire 

généralisé. Soit c
aN̂  un estimateur direct de la taille de la sous-population d’intérêt (indexée par 

)  au sein du petit domaine . On suppose que c c
aN a c

aN̂  suit une loi de Poisson de paramètre aλ  

et que l’on dispose de variables auxiliaires  définies au niveau du domaine telles que, pour une 

fonction F connue, on a   
az

βλ T
aa z)(F =  

 

La fonction F est souvent un logarithme. Les c
aN̂  sont supposés deux à deux indépendants. On 

peut estimer par maximum de vraisemblance les paramètres composant β , et ainsi proposer 
l’estimateur de type synthétique  

)ˆz(FˆN~ T
a

1
a

c
a βλ −==  

 

Dans SAS, la procédure GENMOD permet d’obtenir les composantes de β̂ . La technique 
d’estimation est celle du maximum de vraisemblance, qui détermine la qualité de l’estimateur 
synthétique (en supposant que le modèle est « exact »). Or la justification du maximum de 
vraisemblance est essentiellement asymptotique, ce qui signifie qu’il faut travailler sur un 
nombre « suffisant » de domaines pour que cette approche soit valide (plusieurs dizaines, disons 
au moins 20). Si le modèle est exact, il y aura certes un biais (néanmoins faible si on dispose de 
nombreux domaines) mais la variance sera bien moins forte qu’avec un estimateur direct. 
Cette modélisation, de nature typiquement synthétique, est aussi adaptée à l’estimation de 

proportions, puisqu’il suffit de diviser in fine l’estimation c
aN̂  par la taille  (supposée connue) 

du petit domaine. 
aN

 
 
2.2. Les modèles conçus au niveau « individu » : 
 
2.2.1. Formulation générale. 
 
L’unité sur laquelle porte la modélisation n’est plus le domaine, mais l’individu « de base » de la 
population du domaine. On repérera l’individu par l’identifiant  du domaine et par son a

                                                      
20 Grosso modo, une partie de l’EQM va varier en 1 / mT  au lieu de varier en 1 / . m
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identifiant  interne au domaine a . On note  la valeur de i iaY , Y  prise par l’individu ( , et on 

pose 

)ia,

T
aX iaaiia evY ,,, ++⋅= β   (M2) 

où  est un vecteur de variables auxiliaires connues (dont certaines composantes peuvent 

d’ailleurs être des caractéristiques du domaine, donc des variables de « niveau domaine »), 
iaX ,

β  est 

un vecteur de paramètres inconnus,  reste l’effet, de nature aléatoire, spécifique au domaine  

(mêmes caractéristiques exactement que dans M1) et les  sont des variables aléatoires 

mutuellement indépendantes vérifiant 

av a

iae ,

( ) 0, =iaeE  

( ) ( ) 22
,, eiaia keV σ⋅=  

où les  sont des réels connus et  est un paramètre inconnu. Si  est un revenu par 

exemple, ce modèle signifie que le revenu s’explique par une batterie de variables socio-
démographiques  (âge, CS, taille du ménage,…) et par un effet  propre au domaine, et que 

tout ce qui reste inexpliqué par la conjonction de ces effets se trouve rassemblé dans l’aléa . 

Les  sont des coefficients techniques permettant d’introduire une hétéroscédasticité, c’est-à-

dire de traiter les cas où la variance (de modèle) de  varie en fonction de l’individu i  de . 

iak ,
2
eσ iaY ,

iaX , av

iae ,

iak ,

iaY , a
En pratique, il faut de nouveau attirer l’attention sur la question cruciale de la disponibilité de 
l’information auxiliaire  : obtenir suffisamment de variables auxiliaires suffisamment 

explicatives des 
iaX ,

Y et dont on connaît les vrais totaux sur le domaine (on verra au 3.4.1 que 
l’estimation efficace s’appuie sur le vrai total des ) est loin d’être gagné ! Cet obstacle est 

majeur et peut être de nature à faire échouer toute cette approche (voire aussi partie 1 du 
chapitre consacré à l’estimation implicite). 

iaX ,

 
L’effet  a été choisi de nature aléatoire, et de ce fait M2 s’appelle « modèle linéaire mixte ». Au 

2.1.1, nous avons tenté d’expliquer la distinction entre effet fixe et effet aléatoire. Le discours 
peut être repris ici, mais avec une différence fondamentale, c’est que dans M2 il devient a priori 
possible d’estimer des effets fixes caractérisant le niveau domaine. En effet, sauf cas 
pathologique, l’échantillon comprendra plusieurs individus dans chaque domaine (notons toujours 

 cet effectif dans le domaine ). Cela étant, si la domaine  est petit,  sera généralement 

petit et donc la qualité de l’estimation de l’effet fixe - qui varie en 1 /  - sera médiocre. En 

pratique, cette raison peut être un argument suffisant pour opter malgré tout pour une 
modélisation à effets aléatoires ! 

av

an a a an

an

 
La piste de la modélisation avec effets fixes (si le domaine est « assez grand ») ne donnera pas lieu 
ici à des développements spécifiques parce qu’elle renvoie à la théorie classique de la régression 
multivariée. L’estimateur final du total  serait alors la somme des valeurs prédites.  aY
 
On retourne désormais au contexte du modèle à effets aléatoires, qui revient à considérer qu’un 
individu se retrouve « par hasard » dans un domaine : on traite en quelque sorte le domaine 
comme une agrégation aléatoire d’individus, qui aurait pu avoir une composition autre, ou une 
frontière différente, de celle qu’il a en réalité (on peut imaginer une « couche d’aléa » 
supplémentaire préalable, qui vient fabriquer les domaines, et ensuite on génère les ). iaY ,
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Important : le modèle M2 est supposé valable pour tous les individus de tous les domaines. Donc 
 varie de 1 à m  et  varie de 1 à . Il y a un point de fond à garder à l’esprit, qui conditionne 

la pertinence des estimations : il faut bien comprendre que M2 doit rester valable si on se 
restreint aux seuls individus de l’échantillon tiré dans les domaines étudiés, c’est-à-dire si on 
considère seulement 

a i aN

asi ∈  ( a  de 1 à ). Cela n’est pas évident et il y a essentiellement deux 

contextes en pratique qui le permettent : 

m

• soit, pour tout  donné la probabilité d’inclusion de n’importe quel individu (  dépend 

des informations constituant  - et seulement de ces informations ; 

a )ia,

iaX ,

• soit, pour tout  donné, la probabilité d’inclusion de a ( )ia,  dépend de variables  qui 

sont indépendantes de . C’est en particulier le cas pour des tirages à probabilités 

égales. 

ia,∆

iaY ,

 
Dans ces deux cas, la condition essentielle dans le fond est que le mécanisme d’échantillonnage 
soit indépendant des valeurs  ( i  décrit ) à  fixé, autrement dit le fait d’être ou non dans 

l’échantillon, conditionnellement aux variables explicatives , ne doit donner aucune 

information sur les valeurs des  (on peut parler de mécanisme d’échantillonnage « ignorable »). 

Le sondage aléatoire simple se place clairement dans ces conditions. Si le tirage est proportionnel 
à la taille (probabilités inégales), les conditions seront toujours respectées dès lors que la variable 
de taille, soit est explicative de 

iaY , a iaX ,

iaX ,

iaY ,

Y , soit est totalement indépendante de Y . Dans le cas contraire, 
il y a un biais dit « de sélection », c’est-à-dire que (M2) restreint aux seuls individus tirés va 
conduire à des estimateurs biaisés. Manipuler un modèle individuel ne peut 
raisonnablement se faire que si le mécanisme est ignorable. Si l’échantillonnage utilise de 
l’information auxiliaire, il est donc prudent de l’inclure dans la liste des variables explicites du 
modèle. Concrètement, pour ce qui concerne les enquêtes-ménages de l’Insee, soit il s’agit d’un 
tirage à probabilités égales (c’est bien la moitié des cas…) et il n’y a pas de souci à se faire, soit on 
a à faire à un sondage sur-représentant certaines catégories d’individus (tirage dit « en deux 
phases ») et alors il faut que toutes les variables définissant les sous-populations distinguées par 
l’échantillonnage soient des variables explicatives dans le modèle de comportement M2. En 
particulier, les vecteurs  peuvent contenir deux composantes distinctes faisant référence au 

même concept, mais considéré à deux dates différentes : c’est une traduction du vieillissement de 
l’information auxiliaire de la base de sondage que l’on peut rencontrer par exemple si un logement 
est tiré avec une probabilité qui dépend de son caractère locatif ou non au moment du 
recensement de 1999 (c’est la seule information dont on dispose dans la base  de sondage) et que 
la variable d’intérêt 

iaX ,

Y  attachée à ce logement soit expliquée (entre autres) par son caractère 
locatif ou non au moment de l’enquête. Dans ce cas, on inclura aussi le statut au recensement de 
1999 dans le modèle M221. 
 
Notons que M2, sous cette forme, n’est pas adapté au cas des échantillonnages à deux degrés (ou 
plus) parce qu’il ne traduit pas l’existence d’un effet de grappe (voir 2.2.2 pour tenir compte de cet 
effet).  
 
On peut étendre le modèle M2 au cas où  n’est plus une variable réelle, mais un vecteur de 

variables réelles. Si  comprend 

iaY ,

iaY , p  composantes, on écrit : 

iaaiaia evXBY ,,, ++⋅=  

où B  est cette fois une matrice à p  lignes, et  et  sont des vecteurs de taille av iae , p . Cette 

écriture multivariée permet de tenir compte des corrélations entre les composantes des . iaY ,

                                                      
21 En espérant qu’il n’y aura pas trop de problèmes de colinéarité. Sinon, c’est que les deux statuts seront très proches et 
l’intérêt de les distinguer disparaitra. 
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Le modèle M2 est individuel, mais la valeur à prédire reste aθ . Il faut donc passer, d’une façon ou 

d’une autre, à une agrégation de valeurs individuelles. Pour cela, on distingue deux cas : 
• Soit  est considéré comme grand, et on peut écrire, pour tout  : aN a

aa
T
aa evXY ++= β  

où aX  est la vraie moyenne des sur l’ensemble du domaine , soit iaX , a ∑
=

aN

i
ia

a

X
N 1

,
1

 et ae  

est la vraie moyenne des sur l’ensemble du domaine , soit iae , a ∑
=

aN

i
ia

a

e
N 1

,
1

. Or ae  est à 

peu près nul dans ces conditions, parce que la loi des grands nombres montre qu’il s’agit 
« presque » de son espérance mathématique sous le modèle, égale par définition à zéro.  
 
Donc 

a
T
aa vXY +≈ β  

 
On constate que l’on tombe sur le modèle M1, dont on connaît maintenant la théorie. 
 

• Soit  n’est pas considéré comme grand. Dans de telles circonstances, le paramètre 

d’intérêt 

aN

aY  ne s’exprime plus directement sous la forme (très pratique) d’une 

combinaison linéaire de β  et de . En revanche, si on pose av aaa Nnf /= , on a : 

( ) *1 aaaaa YfyfY −+⋅=  

où *
aY est la vraie moyenne des  sur les individus de la population de  non 

échantillonnés. Finalement, la question est ramenée au problème suivant : à partir des 

 des individus échantillonnés, prédire la moyenne inconnue 

iaY , a

iaY ,
*

aY . 

 
 
2.2.2. Modèle adapté à l’existence d’un effet de grappe. 
 

Une faiblesse de M2 tient à l’hypothèse d’indépendance mutuelle des , pour  dans . Si 

l’échantillonnage s’effectue à deux degrés (pour simplifier), il y a de ce fait un découpage naturel 
du petit domaine  en unités primaires qui regroupent -en général- des individus qui présentent 
des similarités de comportement 

iae , i a

a
Y . On s’attend donc à ce qu’une modélisation adaptée prenne en 

compte cette réalité. Techniquement, il s’agit d’introduire une corrélation spécifique entre les Y  
des individus d’une même unité primaire (au-delà de celle qui provient de l’appartenance au 
même domaine). Pour cela, supposons que le petit domaine  contienne des individus 
appartenant à  unités primaires (indice u ) distinctes. L’individu est identifié par le triplet 

 et sa valeur 

a
aM

( iua ,, ) Y  est modélisée selon 

iuauaa
T

iuaiua evXY ,,,,,,, +++⋅= εβ  

a  varie de 1 à ,  varie de 1 à ,  varie de 1 à  où  est la taille de l’intersection 

de  et de l’unité primaire u  (une unité primaire donnée n’a en effet aucune raison d’être incluse 

dans ). Dans ces conditions, si , on a 

m u aM i uaN , uaN ,

a
a ( ) 2

, εσε =uaV

y ( ) 2
,,,, ; Vjvaiua YYCov σ=  
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y ( ) 22
,,,, ; εσσ += Vjuaiua YYCov  

y  ( ) ( ) 222
,,,,,, ; eViuaiuaiua YVYYCov σσσ ε ++==

 
Ainsi, plus les individus sont « proches », plus la covariance est forte. L’effet de grappe se traduit 
par la covariance plus forte entre  et  qu’entre  et . Dans le contexte 

d’échantillonnage des enquêtes ménages à l’Insee, on devrait par exemple considérer ce modèle a 
priori dès lors que le domaine est une aire géographique de type région ou même département

iuaY ,, juaY ,, iuaY ,, jvaY ,,

22. 
 
 
2.2.3. Modèle dit « à deux niveaux ». 
 
Le modèle M2 s’écrit aussi, lorsque la première variable est une constante : 

( ) ( ) ( )
iaa

p
iapiaiaia evXXXY ,,

2
,2

1
,1, +++++= βββ K  

( ) ( ) ( )
ia

p
iapiaa eXXv ,,

2
,21 +++++= βββ K  

 

Si on note , on tombe sur une écriture de type régression linéaire avec un coefficient 

aléatoire, fonction du petit domaine considéré. On peut étendre ce principe à l’ensemble des 
coefficients de régression (et non plus seulement à celui qui correspond au terme constant), ce qui 
donne : 

( )
aa v+= 1

1 ββ

iaa
T

iaia eXY ,,, +⋅= β  

où aβ  est un vecteur aléatoire de taille p . On va réduire le nombre de paramètres en modélisant 

aβ  lui-même, selon 

aaa vZ +⋅= αβ  

où  est une matrice connue, aZ α  un vecteur de paramètres fixes mais inconnus, et  un 

vecteur aléatoire centré. 
av

 
Ce modèle est dit « à deux niveaux », puisque les aβ  sont eux-mêmes modélisés. Si on rassemble 

les deux équations précédentes, on aboutit à : 

( ) iaa
T

ia
T

ia
T
aia evXXZY ,,,, ++⋅= α  

qui est un peu plus général que M2 puisque la composante aléatoire « spécifique » au domaine 

n’est plus  mais la combinaison linéaire . De ce fait, ce n’est plus vraiment spécifique 

au domaine, puisque ce terme dépend de l’individu… 
av a

T
ia vX ⋅,

 
 
2.2.4. Modèles pour variables qualitatives ou pour variables de comptage. 
 
Les modèles précédents, M2 ou ses satellites, ne conviennent manifestement pas aux variables 
qualitatives - qui sont par ailleurs les cas les plus fréquemment traités dans les enquêtes-
ménages de l’Insee (ces modèles sont conçus pour des variables quantitatives, et même 
quantitatives continues). Pour s’en convaincre, il suffit de regarder les hypothèses faites sur les 

                                                      
22 Face à un contexte comme celui-ci - par exemple la région en tant que domaine lorsque l’enquête est l’enquête « Emploi » 
et que l’on veut estimer un taux de chomage - il faudrait partir de ce modèle et satisfaire le test de nullité de la variance 

 pour pouvoir appliquer directement la formulation M2. Si la nullité est refusée, il faut repartir de l’approche générale 

du 3.1.1 et l’adapter au cas particulier du modèle ci-dessus pour tenir compte de cet effet de grappe. 

2
εσ
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aléas , qui sont typiques de variables quantitatives continues. Il y a néanmoins un contexte 

(très fréquent) où  doit être qualitative : c’est celui de l’estimation d’un effectif ou d’une 

proportion par domaine (exemple : nombre ou proportion de chômeurs par ZUS, nombre ou 

proportion d’individus dont le revenu mensuel est inférieur à 1000 euros), puisque si  est 

l’effectif et  la proportion associée cherchés dans le domaine , on a : 

iae ,

iaY ,

c
aN

aP a

a

c
a

N

1i
i,a

a
aa N

N
Y

N
1YP

a

=== ∑
=

  avec 1, =iaY  ou 0  

 
Une première approche est celle de la modélisation linéaire généralisée « classique », sans effet 
aléatoire propre aux domaines. 

a/ On considère que les  suivent des lois de Bernoulli iaY , ( )iaPB ,,1  - deux à deux indépendantes. 

Les  sont considérées comme des paramètres et non comme des variables aléatoires.  iaP ,

b/ On dispose par ailleurs de variables auxiliaires  propres à l’individu et on pose : iaX ,

ia ∀∀ ,  βT
i,a

i,a

i,a X
P1

P
Log =

−
 

 
Ce modèle est dit « modèle logistique » : c’est un modèle linéaire généralisé parce qu’une fonction 

complexe (logistique) de l’espérance  est égale à . L’estimation du maximum de 

vraisemblance (utiliser la procédure LOGISTIC dans SAS) conduit aux estimateurs 

)Y(E i,a βT
i,aX

β̂ . Comme 

, on va estimer l’effectif  par  ∑∑
∉

∈
∈

∈ +=
si

ci
si

ci
c
a 11N c

aN

∑ ∑ ∑∑
∉ ∈ ∉

∈∈
∈

∈ +=+=
si si si

i,acici
si

ci
c
a P̂1)1(Ê1N̂  

i,aP̂  est relié à β̂  via la fonction logistique. L’estimateur final est bien d’inspiration synthétique. 

Cette modélisation est évidemment adaptée à l’estimation de proportions, puisqu’il suffit de 

diviser in fine l’estimation c
aN̂  par la taille  (supposée connue) du petit domaine. aN

 
Une seconde approche traite les  comme des variables aléatoires incluant un effet (aléatoire) 

propre au domaine. On raisonne alors en trois temps : 
iaP ,

a/ On considère que les  suivent des lois de Bernoulli iaY , ( )iaPB ,,1  - deux à deux indépendantes. 

Les  sont inconnus et fonction de l’individu concerné. iaP ,

b/ On explique les variables aléatoires  par des variables auxiliaires  propres à 

l’individu et par un effet (aléatoire)  propre au domaine. Un modèle courant est le modèle 

logistique, qui pose : 

iaP , iaX ,

av

ia ∀∀ ,  a
T

ia
ia

ia vX
P

P
Log +=

−
β,

,

,

1
 

où on a besoin de supposer une loi pour  - en pratique une loi de Gauss - pour pouvoir estimer 

le paramètre 
av

β  : 

( )2,0 vav σN→  
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c/ La grandeur à prédire reste la proportion . Or on a aP
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= ∑ ∑

∈ ∉a asi si
iaia

a
a YY

N
P ,,

1
 

 
Il faut donc prédire tous les  pour iaY , asi ∉  : la meilleure prédiction de  , compte tenu de 

l’information dont on dispose, est (voir aussi 4.4) : 
iaY ,

 

( )ajaiaia sjYYEY ∈= ;,,
*
,   ( )ajaia sjYY ∈== ;1 ,,Proba  

                                             = ( )ajaia sjYPE ∈;,,  

 

Ainsi,  apparaît aussi comme l’estimateur optimum de . Toute cette approche ressemble à 

celle du modèle dit « à deux niveaux » (cf. 2.2.3.), mais adaptée à des variables qualitatives. 

*
,iaY iaP ,

 

On peut aussi s’intéresser à des variables de comptage par domaine, notées aN~ . Un exemple 

typique est celui du comptage d’individus atteints d’une certaine maladie dans une aire  donnée 
(ou du comptage d’un effectif de chômeurs). On imagine qu’il existe un taux 

a
aλ  réel (inconnu) 

propre à l’aire a  qui s’interprète comme le taux de prévalence de la caractéristique de la 
population dénombrée (par exemple une probabilité de contracter la maladie, ou une probabilité 

d’être touché par le chômage). Puis on modélise aN~  comme une variable aléatoire suivant une loi 

de Poisson de paramètre aaN λ⋅ , où  est la taille totale de l’aire (rappel). Cela se comprend 

bien si on considère le cas (simplifié) où les événements « Etre atteint par la maladie » (ou par le 

chômage) sont indépendants d’un individu à l’autre, car dans ce cas 

aN

aN~  sont a priori une loi 

binomiale ( )aN aλ, . Il est bien connu que si  est grand et aN aλ  petit, cette loi se confond avec 

une loi de Poisson de paramètre aaN λ⋅ . Cette approche se trouve ici généralisée au cas où les 

événements ne sont pas indépendants -ce que l’on imagine comme assez vraisemblable en 
pratique dans le cas de phénomènes de type maladie ou chômage. 
 
Dans un second temps, on considère aλ  comme une variable aléatoire, un peu selon l’approche du 

modèle dit « à deux niveaux ». A ce stade, les modélisations potentielles sont multiples. 
L’approche la plus simple postule une loi paramétrée pour aλ , qui ne dépend pas de . Dans la 

littérature, on trouve par exemple 

a

 
),( 21 ωωλ Gammaa →  

 
On trouve aussi, par exemple 
 

a
T
aa vXLog += βλ  
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3. La classe des estimateurs sans biais optimums et linéaires 
(SBOL et ESBOL) 
 
3.1. Présentation générale de l’estimation « SBOL ». 
 
3.1.1. Formulation de l’estimateur. 
 
Cette partie contient une présentation générale de la prédiction dans le cadre du modèle linéaire 
mixte, qui dépasse largement le cadre des petits domaines (les notations sont donc très générales 
et il ne faut pas chercher pour l’instant à les relier avec ce qui précède). 
 
L’approche « SBOL » s’applique lorsqu’on a à faire à une classe de modèles dits « Modèles 
linéaires mixtes » : il s’agit de modèles expliquant une variable quantitative Y  à l’aide d’effets 
fixes (de type régression linéaire) et d’effets aléatoires. Ce sont des modèles de ce type qui ont été 
présentés dans le chapitre 2. La formulation générale du modèle linéaire mixte est : 

                                   eZvXY ++= β   (M3) 

 Y  : vecteur observé de taille  n
X  : matrice pn ×  (connue) 

β  : vecteur inconnu de taille p  

Z  : matrice  (connue) hn×
v  : vecteur aléatoire de taille  (inobservé) h
e  : vecteur aléatoire de taille  (inobservé) n
 
On impose à e  et v  d’être d’espérance nulle. De plus,  et  sont indépendants. Enfin, leurs 
matrices de variance respectives sont notées : 

e v

( ) ( )δGvV =  (on notera G ) 

                                                         ( ) ( )δReV =     (on notera R ) 

où δ  est un paramètre vectoriel de taille  : q

( )Tqδδδδ ,,, 21 K=  

 
Les variances sont donc de formes connues, mais non calculables puisque dépendant d’un 
paramètre inconnu. La question posée se présente ainsi : on considère la valeur réelle 

vml TT += βµ  

où  et  sont des vecteurs parfaitement connus, et on cherche à la PREDIRE. On notera que l m µ  

comprend une composante déterministe (en β ) et une composante aléatoire (en ) - ce qui rend v
µ  ALEATOIRE. Un prédicteur de µ , noté µ̂  doit être calculable, et donc il doit s’appuyer sur ce 

qui est observé, c’est-à-dire sur Y . Pour des raisons de simplicité, on cherchera µ̂  linéaire, donc 
de la forme : 

rYqˆ T +⋅=µ  

où  et q r  sont des vecteurs parfaitement déterministes. On va imposer à µ̂  d’être sans biais, au 
sens suivant : 

( ) 0ˆ =− µµE  
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Enfin, on va évidemment chercher µ̂  au plus proche de µ  « en moyenne », de façon à ce que µ̂  

ait un caractère d’optimalité. La proximité entre µ̂  et µ  se comprend au sens de l’erreur 
quadratique moyenne. Donc on minimise : 

( )2ˆ µµ −E  

où les inconnues sont les vecteurs q  et r . Il s’agit d’un problème de minimisation sous 
contrainte, que l’on sait résoudre. On obtient, après calculs : 

( )( ) 1TT1T11T1TTT
SBOL VZGmVXXVXXVZGmlq −−−−− +−=  

et         0rSBOL =  

avec ( ) ( ) ( ) RZGZeVZVYVV T +=+== ν  
 

Le prédicteur optimum est noté . SBOLSBOL
H rYqˆ +=µ

 
Il est intéressant de présenter autrement ce résultat. On peut en effet écrire : 

( )[ ]ββµ ~~ˆ 1 XYVZGml TTTH −+= −  

où                     ( ) YVXXVX TT 111~ −−− ⋅=β  
 

La formulation de β~  est familière, car il s’agit de l’estimateur dit « des moindres carrés 

généralisés » dans un modèle de régression multiple (puisque V  est la matrice de variance de la 

variable expliquée Y ). De ce fait, on interprète le terme entre crochets dans l’expression de  
comme « le » prédicteur (optimum) de la variable aléatoire . 

Hµ̂
v

 

Si δ  est connu, on peut calculer  et donc . SBOLq Hµ̂
 
Il est possible d’étendre cette théorie sans problème au cas où µ  est un vecteur aléatoire (et non 
plus une variable aléatoire réelle), soit 

MvL += βµ  

où  et L M  sont des matrices (et non plus des vecteurs). On obtient 

( )[ ]ββµ ~~ˆ 1 XYVGZML TH −+= −  
 
Cas particulier important : 
 
Un cas particulier de M3, très fréquemment rencontré, est celui du modèle dit « à variance bloc-
diagonale ». Il s’agit du cas où on peut décomposer  et e  ainsi : vZXY ,,,

( )TmYYYY ,,, 21 K= a

T
mvvvv ,,, 21 K= a

T
meeee ,,, 21 K= a

 où Y  vecteur de taille  an

( )  où v  vecteur de taille  ah

( )  où e  vecteur de taille  an
 
Pour reprendre la notation associée à M1, on a 

∑
=

=
m

a
ann

1
 et  ∑

=

=
m

a
ahh

1
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On peut toujours poser :   matrice 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mX

X
X

X
M

2

1

pn ×  composée de  matrices  superposées m pna ×

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mZ

Z
Z

Z

0

0

2

1

O
 

 
Matrice hn ×  composée de  matrices m

aa hn ×  placées en diagonale 

 
On suppose que G  est composée de m  matrices.  placées sur la diagonale, et aG R  est composé 

de  matrices  placées sur la diagonale -à l’image de la structure de m aR Z  (on parle de matrice 

de type « bloc diagonal »). On en déduit que V  est elle-même de type bloc-diagonale, avec  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mV

V
V

V

0

0

2

1

O
 

et                                    T
aaaaa ZGZRV ⋅⋅+=

 
Dans ces conditions, M3 se décompose en fait en  modèles : m

aaaaa evZXY ++= β  

 
Cette écriture résulte des hypothèses d’indépendance entre les composantes aléatoires associées 
aux différents domaines. Il subsiste néanmoins une « liaison » fondamentale entre les différents 
domaines, concrétisée par le paramètre β . 
 
Si on s’intéresse aux combinaisons linéaires : 

a
T
a

T
aa vml ⋅+⋅= βµ     (  varie de 1 à ) a m

on peut appliquer la théorie générale en remarquant : 

( )

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+=

m

a

T
a

T
aa

v

v

v
v

ml

M

M
KK

2

1

.0,,0,,0,,0βµ  

vml T
a

T
a )0,0,,0,,0( KK+= β  

On aboutit à  

( )ββµ ~~ˆ 1
aaa

T
aa

T
a

T
a

H
a XYVZGml −+= −  

où                 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑∑

=

−
−

=

−
m

a
aa

T
a

m

a
aa

T
a YVXXVX

1

1
1

1

1~β
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Il est important de noter que les  modèles distingués ne sont pas « indépendants » - sinon on 

pratiquerait une estimation pour chacun d’entre eux et on aurait un 

m
β~  qui dépend de l’indice . 

Cette décomposition en  modèles est un peu « piégeuse » parce qu’on peut oublier qu’il s’agit du 
même paramètre 

a
m

β  qui intervient dans les  équations (alors que , lui, varie d’une équation 

à l’autre). C’est pourquoi l’expression finale 

m av

β~  fait intervenir des sommes portant sur les  
domaines considérés. On comprend mieux ici ce qui constitue le cœur de la composante 
synthétique, puisque c’est précisément le fait que la relation entre les  et les  soit la même 

pour tous les domaines  qui permet de stabiliser l’estimation de 

m

aY aX
a β . 

 
Le modèle « à variance bloc-diagonale » est très important dans les estimations sur petits 
domaines parce qu’il s’applique directement dans tous les cas où on considère qu’il n’y a pas de 
covariance impliquant des variables aléatoires relatives à deux domaines distincts quelconques 
pris parmi les différents domaines impliqués dans l’étude (l’absence de covariance correspond à la 
manipulation de matrices de variance-covariance diagonales par bloc). 
 
 
3.1.2. Expression de l’erreur de l’estimateur SBOL 
 

L’erreur de  est choisie comme étant Hµ̂

( )2ˆ µµ −= HEEQM  
on montre : 

( ) ( )δδ 21 ggEQM +=  
où 

( ) ( )mZGVGZGmg TT 1
1

−−=δ  

( ) ( )( ) ( )mZGVXlXVXXVGZmlg TTTTTT 1111
2

−−−− −−=δ  
 
L’  a donc une expression très compliquée, mais néanmoins numériquement calculable dès 

lors que 

EQM
δ  est connu. 

 
 
3.2. Présentation générale de l’estimation empirique « ESBOL » 
 
L’estimateur SBOL ne peut être calculé que si on connaît le paramètre δ , autrement dit si on est 
capable de calculer les matrices de variance de  et de e . Hélas, c’est rarement le cas en 
pratique. Dans ces conditions, l’approche la plus naturelle consiste à estimer 

v
δ  à partir de 

l’information dont on dispose -donc Y - et à substituer l’estimateur de δ  (noté ) à δ̂ δ  dans 

l’expression de . On obtient un estimateur que l’on peut qualifier d’empirique, et que l’on 

notera  (estimateur empirique associé à l’estimateur SBOL -que l’on abrégera en ESBOL). 

Hµ̂
H
Eµ̂

 
 
3.2.1. Estimation du paramètre des matrices de variance-covariance 
 
Le premier - et principal - problème consiste à estimer δ . En toute généralité, on peut utiliser 

• la méthode des moments 

• la méthode d’ajustement des constantes 
 
On peut aussi utiliser des méthodes moins classiques, comme la méthode MINQU. 
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Si on postule une loi de Gauss pour Y , on peut utiliser la célébrissime méthode du maximum de 
vraisemblance ( ) ou une variante dite du « maximum de vraisemblance restreint » 
( )

EMV
EMVR 23. Comme ces hypothèses de normalité sont formulées la plupart du temps, il s’avère 

que  est le plus souvent l’ . Dans ces conditions, l’estimateur de δ̂ EMV β  est également celui du 

maximum de vraisemblance (noté ). La théorie et l’algorithme du maximum de vraisemblance 
sont assez compliqués, et il n’est pas raisonnable de chercher à programmer par soi-même la 
méthode : mieux vaut faire confiance à un logiciel, comme SAS par exemple qui propose la 

procédure PROC MIXED pour obtenir  et . 

β̂

δ̂ β̂
 
 
3.2.2. Qualité de l’estimateur ESBOL : 
 

En toute généralité, 
H
Eµ̂  est biaisé. Néanmoins, on montre que si les conditions suivantes sont 

vérifiées : 
 

i) ( )H
EE µ̂  finie 

ii)  est une fonction paire de δ̂ Y , soit ( ) ( ) YYY ∀−= ,ˆˆ δδ  

iii) , ( ) ( )YXbY δδ ˆˆ =− bY ∀∀ ,  

iiii) Les lois de  et de  sont symétriques autour de 0. v e
 

Alors  est sans biais de H
Eµ̂ µ  (rappel : ce vocabulaire prête à confusion, puisque µ  n’est pas un 

paramètre mais une variable aléatoire : il est plus exact de dire que  est une variable 
aléatoire d’espérance nulle). 

µµ −H
Eˆ

 

En fait, les deux conditions ii) et iii) portant sur  sont facilement réalisables : on vérifie que 
l’ , l’ , et l’estimateur issu de la méthode d’ajustement des constantes, conduisent à 

des estimateurs  qui vérifient ces deux conditions. 

δ̂
EMV EMVR

δ̂
 
L’erreur quadratique moyenne de l’estimateur ESBOL est supérieure à celle de l’estimateur 
SBOL (cela est logique, il y a une source de variabilité supplémentaire liée à l’estimation de δ ). 

De manière générale, on ne sait pas exprimer l’  de  sous une forme exploitable (le 
contexte est beaucoup trop compliqué). Cela étant, dans le cas où  et  suivent les lois de Gauss 
et si la condition (iii) est vérifiée (encore une fois, cela est la cas avec les estimateurs 
« habituels »), on peut produire une expression approximative (par un raisonnement dit 
« heuristique ») de cette . 

EQM H
Eµ̂

v e

EQM
( ) ( ) ( ) ( )δδδµ 321ˆ gggEQM H

E ++≈  

( ) ( )δµ 3ˆ gEQM H +≈  

où ( )δ1g  et ( )δ2g  ont été donnés au 3.1.2. et on a 

( ) ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

≈ δ
δ

δ
δ

δ ˆ
3 VbVbTraceg

TTT

 

où ( ) ( )[ ] 1−⋅⋅⋅= δδ VZGmb TTT  

                                                      
23 Sur cette technique, voir : C.E. McCulloch et S.R. Searle, « Generalised Linear and Mixed Models », 2001, Wiley. 
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et ( )δ̂V  désigne la matrice de variance-covariance asymptotique de . Si  est l’ , c’est 
l’inverse de la matrice d’information de Fisher. 

δ̂ δ̂ EMV

 
Tout ce développement reste bien théorique (et ses résultats s’avèrent fort complexes) et n’a 

d’intérêt que parce qu’il sert de base à l’estimation de l’  de , puisque dans certaines 
conditions : 

EQM H
Eµ̂

( ) ( ) ( ) ( )δδδµ ˆ2ˆˆˆˆ
321 gggMQE H

E ++=  

(noter le facteur 2 devant ( )δ̂3g  - alors qu’on pourrait s’attendre à 1). Cette formule s’avère 

rigoureuse si  est l’  où l’  - mais plus « approximative » dans les autres cas. 
L’estimateur ci-dessus se justifie encore dans le cadre le plus général du modèle M3 - mais il faut 

quand même supposer que  estime 

δ̂ EMV EMVR

δ̂ δ  sans biais (ou presque). 
 

La PROC MIXED de SAS fournit l’estimateur à partir des paramètres estimés H
Eµ̂ ( )δβ ˆ,ˆ  par 

, ainsi que EMV ( )H
EMQE µ̂ˆ , à condition d’utiliser l’option DDFM=KENWARDROGER. 

 
 
3.3. L’estimation « ESBOL » appliquée au modèle de Fay et Herriot. 
 
3.3.1. Expression de l’estimateur SBOL. 
 
Il s’agit du modèle central M1 conçu au niveau « domaine » (voir 2.1.1). Le paramètre aθ  est en 

toute rigueur une variable quantitative, continue et non bornée. Cela étant, il ne nous semble pas 
qu’il y ait de contre indication particulière à l’appliquer à des paramètres plus « contraints »24, 
comme par exemple des proportions (comprises nécessairement entre 0 et 1) ou des effectifs 
(positifs et entiers). On rappelle le modèle M1 : 

aaa
T
aa evbz ++= βθ̂  

pour a  variant de 1 à . m
 
La remarque préalable essentielle est la suivante : il s’agit d’un modèle linéaire mixte M3 à 
structure bloc diagonale (voir 3.1.1). On considère que les  sont indépendants, de même loi 

centrée et de variance  et que les  sont indépendants, chaque  étant centré et de variance 

connue . On reprend alors les notations de la partie consacrée aux modèles à structure bloc 

diagonale et on identifie ainsi les deux approches : 

av
2
vσ ae ae

aΨ

 
Modèle linéaire mixte Modèle de Fay et 

Herriot 
(M3) 

bloc diagonal 
(M1) 

aY  
aθ̂  

aX  T
az  

aZ  ab  

aG  2
vσ  

aR  aΨ  

an  1 

                                                      
24 C’est très souvent le cas, ne serait-ce que sur le signe : un revenu moyen par exemple doit être positif. 

Insee - Actes des Journées de Méthodologie Statistique 2005 68



On notera bien que pour tout , on a a 1=an  : chaque sous modèle issu de M3 porte sur un 

estimateur  réel (dans l’approche générale,  est vectoriel). aθ̂ aY
 
On en déduit 

22
avaa bV σ+Ψ=  

 
On s’intéresse à  

aa
T
aa vbz += βθ  

c’est-à-dire à    avec a
T
a

T
aa vml ⋅+= βµ aa zl =  et aa mb = . 

 
L’estimateur SBOL de ( aa )µθ =  est donc, d’après la formule du 3.1.1. : 

( )βθγβθ ~ˆ~ˆ T
aaa

T
a

H
a zz −+=  

avec  22

22

vaa

va
a b

b
σ

σγ
+Ψ

=  

et  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅+Ψ

⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+Ψ

= ∑∑
=

−

=

m

a vaa

aa
m

a vaa

T
aa

b
z

b
zz

1
22

1

1
22

ˆ~
σ

θ
σ

β  

 

Le paramètre restant à estimer - et dont la présence interdit le calcul en l’état de - est la 

variance , soit 

H
aθ̂

2
vσ

2
vσδ =  ( )R∈δ  

On notera l’écriture alternative de  : H
aθ̂

( )
{

esynthétiqu
Estimateur

direct   
Estimateur

~1ˆˆ βγθγθ T
aaaa

H
a z−+⋅=

321
 

 

Ainsi, puisque [ ]1,0∈aγ ,  apparaît comme une combinaison linéaire de l’estimateur direct  

et de l’estimateur synthétique 

H
aθ̂ aθ̂

β~T
az , défini dans l’esprit du chapitre sur l’estimation indirecte 

avec modélisation implicite. L’estimateur  est donc, ni plus ni moins, un estimateur composite 

de 

H
aθ̂

aθ . 

 

L’interprétation est simple : si  est petit (donc si l’influence de  est faible) ou/et si  est 

petit (même effet : l’influence de  est faible, puisque  tend vers un effet fixe constant, par 

hypothèse égal à 0), 

ab av 2
vσ

av av

aγ  est proche de 0 et  est « presque » l’estimateur synthétique. C’est tout 

à fait logique : si l’impact de  disparaît, le vrai 

H
aθ̂

av aθ  tend vers sa partie déterministe , qui 

représente donc une base d’estimation très fiable - en tout cas plus fiable que , qui résulte d’un 

sondage et qui subit donc une erreur d’échantillonnage. On remarquera que : 

βT
az

aθ̂

( )
( ) ( )aaa

aa
a eVariancevbVariance

vbVariance
+

=γ  
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Inversement, si  est faible, aΨ aγ  tend vers 1 et l’estimateur direct reprend l’avantage : sans biais 

(par hypothèse) et de faible variance, il devient de très bonne qualité, et en tout cas préférable à 
l’estimateur synthétique qui reste pénalisé par son biais. Cette philosophie rappelle un principe 
d’estimation bien connu en statistique : quand on dispose de deux estimateurs sans biais et 
indépendants, la combinaison linéaire sans biais optimale pondère chaque estimateur initial par 
l’inverse de sa variance. Ici le contexte est tout à fait différent, mais néanmoins on retrouve ce 
genre de raisonnement. 
 

Il est possible que l’on ait à modifier in fine la valeur de  pour tenir compte de contraintes de 

définition du paramètre vrai : par exemple si 

H
aθ̂

aθ  est une proportion, il faudra s’assurer que se 

trouve entre 0 et 1. Si 

H
aθ̂

aθ  est un effectif, il faudra que  soit entierH
aθ̂ 25. Ces opérations réduisent 

certes les atouts théoriques de l’estimateur, mais en pratique elles doivent être rares et avoir des 
conséquences insignifiantes. 
 

L’expression de l’estimateur composite  a le grand mérite de réconcilier les deux 

grandes approches - plutôt concurrentes - de l’estimation / prédiction : d’une part 
l’approche dans laquelle l’aléa est l’aléa de sondage (donc sans modèle de 
comportement), d’autre part l’approche classique par modélisation (le modèle de 
comportement est central). Dans le contexte présent, on n’a pas besoin de prendre parti a 
priori pour l’une ou l’autre de ces approches : le contexte amène naturellement à les « mixer » de 
manière optimale. Evidemment, si on raisonne avec l’aléa de sondage seulement,  il faut accepter 
l’existence d’un biais : l’estimateur optimum est construit pour être sans biais si on prend en 
compte l’ensemble des aléas, mais pas pour être sans biais si on fait abstraction de l’aléa du 

modèle. Autrement dit, est bien dépendant du modèle. 

H
aθ̂

H
aθ̂

 
Le développement précédent repose en particulier sur l’hypothèse d’indépendance des erreurs 
d’échantillonnage , ce qui ne se réalise pas dans tous les contextes. Nous avons déjà signalé 

(voir 2.1.1) que ce n’était pas réaliste dans le cas d’enquêtes à plusieurs degrés lorsque les 
domaines sont des sous-populations qui recoupent les unités primaires. Techniquement, l’absence 
d’indépendance conduit à une matrice 

ae

R  qui n’est pas diagonale (pas plus que V ), et donc on 
n’est plus dans le cadre du modèle de type « bloc diagonal ». Ce n’est pas rédhibitoire parce que la 
théorie générale présentée au début du 3.1.1 s’applique parfaitement, mais les expressions des 
estimateurs in fine obtenus sont évidemment beaucoup plus complexes et difficiles à interpréter. 
 

On remarque que si  est nul, alors 2
vσ aγ  est nul et l’estimateur  coïncide avec l’estimateur 

synthétique. Cela permet de dire que l’estimateur synthétique introduit au 2.2.1 est l’estimateur 
optimum lorsqu’il n’y a pas d’effets aléatoires spécifiques aux domaines considérés. Autrement 
dit, on peut résumer ainsi la situation : en présence d’information auxiliaire explicative 
(c’est ), on utilise de manière « basique » l’estimateur synthétique. Si on considère

H
aθ̂

az 26 

que cette information est insuffisante pour résumer la spécificité des différents 
domaines, on change d’optique en rajoutant un effet aléatoire et on adopte de fait les 
modèles dits « à effet aléatoire ». 
 
 

                                                      
25 Cela étant, si aθ  est une proportion ou un effectif, le modèle de Fay et Herriot n’est pas le plus adapté et on adopte en 

général un modèle de prédicteur dit « Bayésien empirique » - voir partie 4. 
26 Après un eventuel test de nullité de vσ . Un tel test est possible dès que est « grand » puisqu’on dispose 

d’estimateurs du maximum de vraisemblance (voir 3.3.3), dont le loi est approximativement Gaussienne. 
m
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3.3.2. Qualité de l’estimateur SBOL. 
 
On a les propriétés suivantes : 

• Lorsque  tend vers ,  tend vers 0 et an aN aΨ aγ  tend vers 1 :  tend vers , qui tend 

lui-même vers 

H
aθ̂ aθ̂

aθ  : on a une propriété de convergence sympathique. 

• Si on ne considère que le biais associé à l’aléa de sondage, puisque  est sans biais de aθ̂

aθ , on a 

( ) ( )aP

T
aaa

H
aP

EzE θβγθθ −⋅⋅−≈−
~1ˆ  

où  désigne l’espérance par rapport à l’aléa de sondage. (
P
E aθ  étant fixé - c’est donc 

conditionnel à aθ ). On peut donc dire que  est biaisé conditionnellement aux H
aθ̂ aθ  (c’est-

à-dire conditionnellement à l’aléa du modèle). Si on prend l’espérance par rapport au 
modèle (opérateur ) de ce biais, on trouve 0, soit 

m
E

[ ] 0ˆ =− a
H
aPm

EE θθ  

Cela est tout à fait normal, puisque  est l’estimateur SBOL - donc sans biais (sous 

entendu par rapport à la superposition des deux aléas en jeu, celui de l’échantillonnage et 
celui du modèle). 

H
aθ̂

• En appliquant les résultats du 3.1.1., on trouve 
 

( ) ( ) a

m

a ava

T
aaT

aaaa
H
a z

b
zzzEQM

1

1
22

21ˆ
−

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+Ψ

−+Ψ= ∑ σ
γγθ  

 
L’  est la somme de deux termes. Le second est d’ordre de grandeur , si bien 

que si  est « grand », le terme numériquement prépondérant sera 

EQM m/1
m aaΨγ . Dans ces 

conditions, on ne peut pas grand chose sur aΨ , mais en revanche si aγ  est petit, 

( )H
aEQM θ̂  sera petite devant aΨ , qui est l’  de l’estimateur direct . On retrouve 

bien, au travers de cette formule, ce qui fait la force de l’estimateur composite : si la partie 

synthétique a de l’influence (donc si 

EQM aθ̂

aγ  s’éloigne de manière un peu sensible de 1), elle va 

contribuer à la stabilisation de   parce qu’elle possède une faible variance relative dès 

lors que  est plutôt petit par rapport aux 

H
aθ̂

2
vσ aΨ . On remarquera ainsi que plus m  est 

grand, plus l’erreur sera petite (plus on a de points pour l’estimation de modèle, plus on 

stabilise β~ ). 
 

Cela conforte bien dans l’idée que  s’emploie a priori lorsque le nombre de 

domaines étudiés (ici m) est grand. 

H
aθ̂

 
 
3.3.3. Estimateur ESBOL 
 

Il reste, concrètement, à estimer au mieux . On peut utiliser, comme cela a déjà été signalé 

dans la présentation générale, la méthode des moments (qui s’applique dans n’importe quel 
contexte) ou la méthode du maximum de vraisemblance (qui nécessite cette fois une hypothèse de 
loi sur v  et e , en pratique une loi de Gauss). On a vu que l’EMV résultait d’un processus fort 

2
vσ
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compliqué, mais ici il s’avère accessible. Dans le contexte présent, la méthode des moments reste 
également assez abordable. Pour s’en convaincre, on donne ci dessous des algorithmes permettant 

d’estimer . 2
vσ

• Deux variantes possibles pour la méthode des moments : 

a) Construire la suite réelle  de manière récurrente selon : nx
00 =x  

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
+=+ 0,1

n

n
nn B

ApmxMaxx  

où 
( )∑

= ⋅+Ψ
−

=
m

a naa

n
T
aa

n xb
zA

1
2

2~ˆ βθ
 

     
( )

( )∑
= ⋅+Ψ

−
−=

m

a ana

n
T
aa

an
bx

zbB
1

22

2
2

~ˆ βθ
 

avec nβ~  obtenu en remplaçant  par  dans l’expression de 2
vσ nx β~ . 

 
La suite  ainsi définie converge (même rapidement, souvent en moins d’une dizaine 

d’itérations) : on considère donc la limite empirique (prendre un terme d’ordre 
suffisamment élevé pour que  n’évolue plus), qui constituera l’estimation cherchée. 

nx

nx
b) Calculer : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑∑

=

−

=

m

a
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a

m

a

T
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a

z
b
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2

1

1
2

ˆ11ˆ̂ θβ  
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎡

⎟
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⎞
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⎝
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−

Ψ
−⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝
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−

=

m

a

m

a
a

m

a a

T
aaT

a
aa

a

a

T
a

a

a z
b
zzz

bbb
z

bpm
Max

1 1

1

1
222

2

11
ˆ̂ˆ1,0 βθ

 

 

Cette dernière valeur est une estimation de  de type « moments ». La méthode a) est 

cependant plus efficace si  est grand. 

2
vσ

m
• Le calcul de l’estimateur du maximum de vraisemblance s’appuie également sur une suite 

récurrente : 

00 =y  

( ) ⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+Ψ
+=

−

=
+ ∑

1

1
22

4

1

m

a naa

a
nn

yb
byy ( )

( ) ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+Ψ
−

+
+Ψ

− ∑ ∑
= =

m

a

m

a naa

n
T
aa

a
naa

a

yb
zb

yb
b

1 1
2

2
2

2

2 ~ˆ βθ
 

où nβ~  a la même définition que dans la méthode des moments a) (mais  est remplacé par ). 2
vσ ny

Cette suite converge vers l’  de . Si m  est grand, on montre que l’  est plus efficace 

que les méthodes des moments exposées ci-dessus. 

EMV 2
vσ EMV

 
L’estimateur du maximum de vraisemblance a le très gros avantage d’avoir une loi 

asymptotiquement Gaussienne, donc si  est grand on sera en mesure de tester la nullité de  

(cas envisageable si les petits domaines sont des ZUS, ou des agglomérations, voire des 
départements. S’il s’agit de régions, on n’est pas dans les conditions asymptotiques…). 

m 2
vσ
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Quelle que soit la méthode choisie, on aboutit finalement à une estimation  de . Il suffit de 

remplacer  par  dans  pour obtenir l’estimateur ESBOL. 

2ˆvσ 2
vσ

2
vσ 2ˆvσ H

aθ̂

( ) βγθγθ ˆˆ1ˆˆˆ
,

T
aaaa

H
aE z−+=  

où   22

22

ˆ
ˆˆ

vaa

va
a b

b
σ

σγ
⋅+Ψ

⋅
=  

et   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+Ψ
⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+Ψ

= ∑∑
=

−

=

m

a vaa

aa
m

a vaa

T
aa

b
z

b
zz

1
22

1

1
22 ˆ

ˆ
ˆ

ˆ
σ

θ
σ

β  

 
Cet estimateur est toujours calculable (on rappelle que les aΨ  sont supposés être connus et que 

les  sont des termes fixés dans le modèle). Fay et Herriot suggèrent d’appliquer la stratégie 

suivante : 

2
ab

• Si [ ]aaaa
H

aE Ψ+Ψ−∈ θθθ ˆ,ˆˆ
, , utiliser  H

aE ,θ̂

• Si aa
H

aE Ψ−< θθ ˆˆ
, , utiliser a

H
aE Ψ−,θ̂  

• Si aa
H

aE Ψ+> θθ ˆˆ
, , utiliser a

H
aE Ψ+,θ̂  

 

Cela conduit à un estimateur EBLUP adapté, noté H
aE ,

~θ . On achève la procédure en se ramenant à 

l’estimation de aY  selon : 

( )H
aEa gY ,

1 ~ˆ θ−=  

 
 
3.4. L’estimation « ESBOL » appliquée aux modèles conçus au niveau 
« individu » : 
 
3.4.1. Expression de l’estimateur SBOL 
 
On considère le modèle M2 présenté au 2.2. soit (rappel) : 
 

iaa
T

iaia evXY ,,, ++⋅= β  

avec ( ) 0, =iaeE  et ( ) ( ) 22
,, eiaia keV σ⋅=  

 
On note  le vecteur de taille  dont la ième composante est ,  la matrice dont la ième 

ligne est ,  le vecteur de taille  dont la ième composante est . On note  le vecteur 

de taille  dont toutes les composantes valent 1. On a alors l’écriture matricielle, pour tout  

(de 1 à ) : 

aY an iaY , aX
T

iaX , ae an iae , an1

an a
m

anaaa evXY
a

+⋅+= 1β  
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Ici,  est un réel (rappel). En posant av
anaZ 1= on obtient un modèle de type « variance bloc 

diagonale », puisqu’on a  (voir notations du 3.1.1.) : 
 

( ) 2
vaa vVarG σ==  

( ) ( )2
,

2
iaeaa kDiageVarR ⋅== σ  

où  est la matrice  de type diagonale, dont la diagonale est constituée des 

valeurs . Donc 

( )2
,iakDiag aa nXn

2
,iak

( )T
nnvaa aa

RV 112 ⋅+= σ  

 
On a vu que dans ces conditions, l’estimateur SBOL de β  et des  est : av

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⋅⋅⋅⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⋅⋅= ∑∑

=

−
−

=

−
m

a
aa

T
a

m

a
aa

T
a YVXXVX

1

1
1

1

1~β  

et   ( )β~~ 1
aaa

T
aaa XYVZGv −⋅⋅= −

 

 

Comme  est un réel, on a la chance de pouvoir aboutir à une expression « relativement simple » 

de , puisque 

av
1−

aV

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

•

− T
aa

a

a
ai

e
a diagV λλ

λ
γλ

σ 2
1 1

 

en posant 
2
,1 iaai k=λ  

∑
∈

• =
asi

aia λλ  

et aλ  est le vecteur de taille  dont les coordonnées sont les an aiλ , i  décrivant . as
 

•

+
=

a

e
v

v
a

λ
σσ

σγ 2
2

2

 

 
On notera que, dans le cas général (celui du modèle M3), on ne sait pas exprimer l’inverse de , 

et donc 

aV

β~  et av~  gardent des expressions matricielles qui ne permettent pas de simplifier 

l’estimation de aγ . A ce stade, comme cela a été fait au 2.2.1, il faut distinguer deux cas de 

figure : 
 

• CAS 1 : 
 
C’est le cas où  est grand, et le paramètre à estimer est le réel  aN

a
T
aaa vXY +≈= βµ  

où aX  est la vraie moyenne sur l’ensemble du domaine , soit a ∑
=

aN

i
ia

a

X
N 1

,
1

. 
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Alors l’estimateur SBOL de aY  est 

a
T
a

H
a vX ~~ˆ += βµ  

 
On vérifie facilement que  

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅⋅−⋅=

−

∈
∑

1

,,
~

asi

T
aaaa

T
iaiaai xxXX λλλγλβ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−⋅∑

∈ asi
aaaaiaiaia yxYX λλλγλ ,,,  

où ∑
∈•

⋅=
asi

iaia
a

a Xx ,,
1 λ

λ
λ  

∑
∈•

⋅=
asi

iaia
a

a Yy ,,
1 λ

λ
λ  

et ( )βγ λλ ~~ ⋅−=
T

aaaa xyv  

 
On voit donc apparaître des moyennes PONDEREES des  et des  au sein du 

domaine . La pondération est celle des 

iaX , iaY ,

a 2
,1 iak , où on rappelle que  est la variance 

de . Dans le cas le plus simple, les  ont tous même variance, et puisque alors 

, 

22
, eiak σ⋅

iae , iae ,

1, =iak λ
ax et λ

ay  se présentent comme de simples moyennes arithmétiques (ce que l’on 

notait auparavant ax  et ay ). Finalement, 

( )βγβµ λλ ~~ˆ T
aaa

T
a

H
a xyX −+=  

 
On en tire 

( )[ ] ( ) βγβγµ λλ ~1~ˆˆ T
aa

T
aaaa

H
a

H
a XxXyY −+−+==  

 

Comme [ ]1,0∈aγ ,  apparaît comme combinaison linéaire d'un estimateur de type 

synthétique 

H
aµ̂

( )β~T
aX  et d'un estimateur de type régression, dont le statut est un peu 

bâtard : ce n'est manifestement pas un estimateur direct parce que  se calcule à partir 

de données collectées sur plusieurs domaines (donc 

β~
H
aµ̂  n'est pas un estimateur 

composite à proprement parler !), mais il a une qualité qui est proche de celle d'un 

estimateur direct à cause de la présence du λ
ay . De ce point de vue, on se trouve plutôt 

dans l’esprit de l’estimateur présenté au 2.2.3. Sauf si 1=aik , auquel cas on retombe sur 

une expression plus familière, cet estimateur de type régression est tout à fait original 

puisque les moyennes sont pondérées par les ia ,λ . De plus, si l'échantillonnage est 

complexe (c'est-à-dire en fait si les probabilités de sélection sont inégales), les poids de 

sondage n'apparaissent pas dans . De ce fait, avec un tel plan,  est un estimateur 

biaisé de 

H
aµ̂ H

aµ̂

aY  si on s'en tient à l'aléa classique de sondage. On sait néanmoins adapter 

l'estimateur au cas de pondération inégales : la théorie n’est pas développée dans ce 
document parce qu’elle augmente sensiblement la complexité des estimateurs. Le cas des 
pondérations inégales se rencontre dans les enquêtes ménages de l’Insee lorsqu’on sur-
représente certaines catégories de ménages (donc à peu près une fois sur deux). Le lecteur 
intéressé pourra consulter l’ouvrage de JNK Rao (page 148). 
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Si  est petit, cela signifie que les  sont souvent proches de zéro, et donc que 2
vσ av aY  est 

proche de βT
aX  : le modèle explicatif est très bon, donc l'estimateur du type synthétique 

s'impose logiquement. Ce raisonnement est cohérent avec l'expression de , puisque 

alors 

H
aµ̂

aγ  est proche de 0. De même, si  devient grand, an •aλ  sera grand et aγ  sera proche 

de 1 : donc  sera presque l'estimateur de type régression. Là encore, c'était attendu 

puisque plus l'échantillon est de grande taille, plus on a tendance à faire confiance à 
l'estimateur le « plus proche » de l’estimateur direct. 

H
aµ̂

 

En conclusion, on retiendra que si  diffère de 1, l’estimateur  n’a pas de bonnes 

propriétés du point de vue du seul aléa de sondage (estimateur biaisé et non convergent, 

c’est-à-dire ne se rapprochant pas a priori de 

iak ,
H
aµ̂

aY  si  devient très grand), en revanche il 

est par construction sans biais par rapport à l’aléa du modèle. Si  vaut 1, le paysage 

s’éclaircit mais si l’échantillonnage est complexe, il faut prendre en compte les poids de 

sondage dans une expression  adaptée afin d’obtenir (au moins) une propriété de 

convergence (en revanche, l’absence de biais est irréaliste à cause de la présence d’une 
partie synthétique). 

an

iak ,

H
wa,µ̂

 
• CAS 2 : 

 
C’est le cas contraire au précédent, celui où  n’est pas considéré comme grand. Dans de 

telles circonstances, il faut passer par l’écriture suivante (voir 2.2.) où  : 
aN

aaa Nnf /=

( ) *1 aaaaa yfyfY −+⋅=  

Puisque ay  est connu, il reste à obtenir la prédiction SBOL de 
*
ay , qui vaut : 

a
T

a
H

a vXY ~~ˆ * += β  

à *
aX  représente la vraie moyenne des  sur tous les individus  de  qui ne sont 

PAS dans , soit 

iaX , i a
as

aa

aaaa
a nN

xnXNX
−
−

=*  

Cette valeur est connue. L’estimateur SBOL de aY  est donc 

( )[ ]a
T

aaaa
H

a vXfyfY ~~1ˆ * +⋅−+= β  

Si on remplace av~  par son expression fonction de β~  et des , on obtient l’estimateur 

SBOL de 

iaX ,

aY  : 

( ) ( )( ) ( )[ ]βγβγ λλ ~1~1ˆ ** ⋅−+−+−+=
T

aa
T

aaaaaaa
H

a XxXyfyfY  

 
La partie entre crochets est semblable à celle que l’on obtenait dans le cas 1, mais la vraie 

moyenne aX  a été remplacée par la moyenne sur la partie non échantillonnée (qui est 

une variable aléatoire et non plus une « vraie valeur »). Les expressions de aγ , λ
ax , λ

ay  et 

de β~  sont exactement celles du cas 1. 
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3.4.2. Estimation des variances intervenant dans le modèle 
 
Si on suppose que les  et  suivent des lois de Gauss, on peut utiliser l’estimateur du 

maximum de vraisemblance, concrètement obtenu par la PROC MIXED de SAS. Sinon (donc dans 
tous les cas…), on peut procéder ainsi : 

av ae

• Pour estimer 
2
eσ  : 

� Régresser les ( ) iaaia kyY ,,
λ−  sur les composantes non nulles de   

                   ( ) iaaia kxX ,,
λ− , sous condition  1>an

� Calculer la somme des carrés des résidus, ( )eSCR , et former finalement 

( )
1

2ˆ
pmn

eSCR
e −−

=σ  

où  est le nombre d’individus 1p ( )ia,  vérifiant . λ
aia xX ≠,

• Pour estimer  : 2
vσ

� Régresser les iaia kY ,,  sur les composantes de iaia kX ,,  

� Calculer la somme des carrés des résidus, ( )vSCR  et former finalement 

( ) ( )[ ]⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−= 22 ˆ1,0ˆ eV pnvSCRMax σ

µ
σ  

où ∑ ∑∑
=

−

= =
••

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

m

a
a

m

a

N

i

T
iaiaia

T
aaa xXXx

a

1

1

1 1
,,,1 λλ λλλµ  

 
 
3.4.3. Estimateur ESBOL 
 

Il suffit de reprendre l’estimateur SBOL et de remplacer les paramètres inconnus  et 2
eσ 2

vσ  par 

leurs estimateurs (voir 3.4.2). On obtient l’estimateur ESBOL : 
 

( ) ( )( ) ( )[ ]βγβγ λλ ˆˆ1ˆˆ1ˆ **
, aa

T
aaaaaaa

H
Ea XxXyfyfY −+−+⋅−+=  

où  et β̂ aγ̂  ont les expressions de β~  et aγ  dans lesquelles  et  ont été remplacés par  

et . 

2
vσ 2

eσ 2ˆvσ
2ˆeσ

 
Dans certaines conditions « techniques », on sait exprimer un estimateur peu biaisé de l’erreur 

quadratique moyenne de H
EaY ,

ˆ . Cela étant, il s’agit d’une expression extrêmement complexe. 
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4. La classe des prédicteurs optimums (dits « Bayésiens 
empiriques »). 
 
4.1. Présentation générale du concept et de la méthode. 
 
Dans l’approche SBOL (toute celle de la partie 3), on a pour objectif de prédire une variable 
aléatoire µ  qui représente la grandeur qui nous intéresse. Pour cela, on cherche une fonction 

linéaire des  (modèle au niveau du domaine) ou des  (modèle au niveau de l’individu) qui en 

soit « la plus proche » au sens du risque quadratique moyen. En particulier, le vecteur 

aY iaY ,

β  défini 
dans le(s) modèle(s) n’est pas identifié a priori comme étant un paramètre qu’il faut estimer, au 

contraire de  et de 2
eσ 2

vσ . En effet, le vecteur β  est bien une composante de l’estimateur SBOL, 

mais il n’apparaît que sous forme estimée. Par ailleurs, il n’est pas nécessaire de faire des 
hypothèses sur la forme des lois des variables aléatoires v  et e . Enfin, les modèles linéaires 
mixtes de niveau « individuel » (M2 ou M3) qui servent de base à toute cette théorie ne sont 
adaptés qu’aux variables quantitatives continues. 
 
Dans la partie qui suit, on adopte une approche différente. 
 
En premier lieu, on change l’objectif : il ne s’agit plus de chercher un estimateur optimum parmi 
la classe particulière des estimateurs linéaires et sans biais, mais de chercher un optimum parmi 
l’ensemble des estimateurs, sans condition (de ce point de vue, l’approche est plus puissante). En 
second lieu on cherche une méthode qui ne se limite pas aux variables quantitative continues, 
mais qui puisse aussi s’appliquer aux variables individuelles binaires 0-1 et aux dénombrements 
(c’est-à-dire à des paramètres d’intérêt qui sont des proportions et des comptages). On se place 
donc dans le cadre d’objectifs sensiblement plus larges que dans la partie précédente. Il y a 
possibilité théorique de satisfaire ces objectifs, mais il y a une contrepartie de taille : il faut faire 
une hypothèse sur les lois des aléas v  et e . Traditionnellement, afin que les calculs restent 
abordables et parce qu’il s’agit le plus souvent d’une bonne approximation de la réalité, on postule 
des lois de Gauss pour v  et pour e . 
 
Le fondement technique essentiel de cette approche est le suivant : lorsqu’on dispose d’une 
variable aléatoire Y  quelconque dont on observe une réalisation et que l’on cherche à prédire une 
autre variable aléatoire µ  au moyen d’une fonction de Y  (notée ( )Yf ), le prédicteur optimal au 

sens de l’écart quadratique moyen est l’espérance de µ  conditionnelle à Y , soit : 
 

( ) [ ]YEYf µ=  

 
Cette fonction a donc la propriété suivante : quel que soit le prédicteur ( )Yg ,  
 

( )[ ] ( )[ ]22 µµ −≥− YfEYgE  
 

De plus, si eZvXY ++= β , si µ  s’écrit (comme dans le chapitre précédent)  (vml TT ⋅+⋅ β β  

est fixe, inconnu, mais  est une variable aléatoire) et que v ( )ev,  suit une loi de Gauss, alors 

 a exactement l’expression de l’estimateur SBOL dans lequel ( )Yf β~  est remplacé par β  (qui 
est un « simple paramètre »), soit 
 

( ) ( )ββ XYVGZmlYf TTT −+= −1  
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Cette propriété est assez remarquable. Dans notre contexte, il faut bien voir qu’il y a des 
paramètres inconnus ( β , au moins, en tant que composant de µ ). Il va falloir estimer ces 

paramètres. La démarche globale sera la suivante : 
 
a/ On considère les deux densités sur lesquelles portent les hypothèses de modélisation, soit 

� La densité de µ  

� La densité de Y  sachant µ  
 
Ces deux densités sont paramétrées. En toute généralité, les paramètres impliqués ne sont pas 
les mêmes. On note 2λ  le paramètre (vectoriel) qui apparaît dans la densité de µ  - qui s’écrit 

donc ( 2; )λµf  - et on note 1λ  le paramètre (vectoriel) qui apparaît dans la densité de Y  sachant 

µ - que l’on notera ( )1; λµYf . 

 
b/ On utilise la formule de Bayes pour calculer la densité conditionnelle de µ  sachant Y  (qui est 

paramétrée cette fois par 1λ  et par 2λ ) : 

( ) ( ) ( )
( ) ( )∫ ⋅

⋅
=

µλµλµ
λµλµ

λλµ
dfYf

fYf
Yf

21

21
21 ;;

;;
,;  

 
c/ On exprime l’espérance conditionnelle optimale cherchée, soit 

( ) ( ) µλλµµλλµµ dYfYEOPTI ∫ ⋅== 2121 ,;,;ˆ  

 
A ce stade, c’est le prédicteur optimum théorique (incalculable car on ne connaît pas 1λ  ni 2λ ). 
 
d/ On estime les paramètres ( )21,λλ  à partir de la densité 

( ) ( ) ( ) µλµλµλλ dfYfYf 2121 ;;,; ⋅= ∫  par une méthode quelconque (par exemple le maximum 

de vraisemblance). On obtient ( )21
ˆ,ˆ λλ  et on termine en calculant 

( )21
ˆ,ˆ, λλµ YE  

qui est le prédicteur optimum, dit « empirique » (en toute rigueur, il n’est plus optimum puisqu’on 

a estimé 1λ  et 2λ ). On le notera  (indice OPTI
Eµ̂ E  comme « Empirique »). 

 

Dans la littérature,  est souvent appelé « Bayésien empirique », mais c’est une appellation 
abusive parce qu’il n’y a rien de bayésien dans cette mécanique. Cette dénomination provient 
probablement de l’existence de l’étape b/ qui calcule une loi « a posteriori » à partir des lois « a 
priori » révélées par  l’étape a/ . 

OPTI
Eµ̂

 
 
4.2. Application au cas du modèle de Fay et Herrict. 
 
On reprend le modèle M1 du 2.1.1., mais en introduisant une hypothèse de normalité, ce qui 
donne (pour tout  de 1 à ) : a m

aaa e+= θθ̂  avec ( )aae Ψ→ ,0N  

aa
T
aa vbz += βθ avec ( )2,0 vav σN→  
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Ces hypothèses constituent l’étape initiale a/. On rappelle que les  et les  sont mutuellement 

indépendants. On peut alors en déduire la loi 

ae av

aθ  conditionnelle à , les paramètres étant aθ̂ β  et 

 (c’est l’étape b/) : 2
vσ

 

( ) ( )aa
OPTI
avaaf Ψ= γθσβθθ ,ˆ,;ˆ 2 N  

où  
ava

va
a b

b
Ψ+

= 22

22

σ
σγ  

aΨ  est supposé connu, donc 1λ est vide et ( )2
2 , vσβλ = . Le prédicteur optimum (incalculable) 

vaut 

[ ] ( ) ⋅−+== βγθγσβθθθ T
aaaavaa

OPTI
a zE 1ˆ,;ˆˆ 2  

 

C’est l’étape c/. Il reste à estimer β  et . On a : 2
vσ

 

( )ava
T
aa bz Ψ+→ 22,ˆ σβθ N  

On est naturellement amené à utiliser le maximum de vraisemblance, ce qui conduit à  et  

(c’est l’étape d/). On en termine en exprimant le prédicteur optimum empirique qui, lui, est 
calculable : 

β̂ 2ˆVσ

 

( ) βγθγθ ˆˆ1ˆˆˆ
,

T
aaaa

OPTI
Ea z−+=  

 
C’est le même estimateur que l’ESBOL. Si on est dans le cas particulier de variances 
d’échantillonnage  identiques (égales mettons à aΨ Ψ ) et que 1=ab , on peut utiliser 

 

( ) βγθγθ ˆ1ˆˆ *** T
aaaaa z−+=  

où 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ψ−

−
+Ψ

Ψ
⋅

−
−−

−=

pm
SMAX

pm
pm

a

,0

21*γ  

où p  est la taille de β  (rappel) et ( )∑
=

−=
m

a
MCO

T
aa zS

1

2ˆˆ βθ . On remarquera que si 

, l’estimateur  est l’estimateur de James-Stein (voir 3.4, chapitre précédent). ( ) Ψ⋅−≥ pmS *
âθ

Cette approche a l’avantage de permettre un calcul « pas trop compliqué » du prédicteur optimum 
(empirique) d’une fonction quelconque de aθ  (ce que ne permettait pas l’approche SBOL, car 

l’optimalité du SBOL ne se transmettait pas quand on considérait une fonction du paramètre). 
Supposons qu’il s’agisse de ( )aa h θφ = . Le prédicteur empirique optimum est 

[ ]2
, ˆ,ˆ;ˆˆ

Vaa
OPTI

Ea E σβθφφ = , qui peut s’approximer numériquement si on tire K  valeurs 

indépendantes ( K  grand) dans la loi « a posteriori » de aθ  sachant  - soit pour  de 1 à aθ̂ k K , 
( ) ( )aa

OPTI
a

k
a Ψ→ γθθ ˆ,ˆˆ N  - puis on forme : 

( )( )∑
=

=
K

k

k
aEa h

K 1
,

ˆ1ˆ θφ  
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qui est presque, d’après la loi des grands nombres (puisque K  est grand), l’espérance de  où ( )Xh

X  suit la loi ( )2ˆ,ˆ;ˆ
Vaaf σβθθ , c’est-à-dire ( )[ ]2ˆ,ˆ;ˆ

VaahE σβθθ , et donc . Cette propriété est 

très intéressante si on a 

OPTI
Ea ,φ̂

( )aa hY θ= . 

 

L’erreur quadratique moyenne de  se calcule exactement comme celle de l’ESBOL -puisqu’il 

s’agit formellement des mêmes estimateurs. Dans ces conditions, il s’agit d’une erreur 

conditionnelle à . Il est à noter que dans la littérature on trouve des préconisations de calcul 

d’erreur par jackknife. 

OPTI
Ea,θ̂

aθ̂

 
 
4.3. Cas du modèle linéaire mixte à variance bloc diagonale. 
 
Il s’agit de partir du modèle M3 du 3.1.1. réduit au cas où V  est bloc diagonale. Ce modèle 
généralise le modèle du 4.2. Dans le cas où les variables aléatoires sont normales, ce modèle 
prend la forme : 

eZvXY ++= β  

ce qui donne après « découpage » : 

 aaa eY += θ , avec ( )( )δaa Re ,0N→  

et  aaaa vZX += βθ , avec ( )( )δaa Gv ,0N→  

δ est le paramètre qui intervient dans les matrices de variance de  et . Le « paramètre » est 

 (donc pas exactement 

ae av

a
T
a

T
aa vml += βµ aθ , mais tout de même une combinaison linéaire de β  et 

de ), et son prédicteur optimum est : av

[ ] ( )ββδµµ aaa
T
aa

T
a

T
aaa

OPTI
a XYVZGmlYE −+== −1;ˆ  

où       . ( ) T
aaaaa ZGZRV +=δ

On peut en effet déduire la loi de aµ  conditionnelle à , le paramètre (vectoriel) étant aY δ  : 

 

( ) ( )( )aaaa
T
aaa

T
a

OPTI
aaa mGZVZGGmYf 1,ˆ; −−= µδµ N  

 

En estimant β  et δ  (le maximum de vraisemblance est l’approche la plus tentante) par  et β̂
σ̂ , on aboutit au prédicteur optimum : 
 

( )ββµ ˆˆˆˆˆ 1
, aaa

T
aa

T
a

T
a

OPTI
Ea XYVZGml −+= −  

 
Le modèle M2 du 2.2. conçu au niveau individu est un cas particulier de modèle linéaire mixte à 
variance bloc diagonale. Ce type de modèle se traite donc comme ci-dessus. 
 
On pourrait vérifier que ce prédicteur est formellement identique à l’estimateur ESBOL associé 
au modèle à variance bloc diagonale présenté au 3.1.1. 
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4.4. Cas des variables qualitatives : paramètre de type « proportion ». 
 
Il s’agit d’estimer des vraies proportions  qui traduisent l’importance d’une sous population  

(proportion de chômeurs dans la   par exemple). Un modèle stochastique naturel peut être 
formulé au niveau individu en partant de la variable individuelle 0 - 1 ainsi définie : 

aP D
ZUS a

 

iaY ,  = 1 si ( ) Dia ∈,  

= 0 sinon 
Par exemple,  vaudra 1 si (  est chômeur et 0 sinon. La loi de  est donc 

(nécessairement) de type Bernoulli. Le paramètre de la loi de Bernoulli peut être sensible ou non 
à l’individu. On distingue 

iaY , )ia, iaY ,

� Soit (cas 1)     ( )aia PY ,1, B→  

� Soit (cas 2)     ( )iaia PY ,, ,1B→  

 
On voit bien que les lois de Gauss en sont pas adaptées au contexte. 
Si on connaît la taille du domaine , l’estimation de l’effectif de la sous population concernée 

peut être obtenue en calculant . 

aN

aa PN ˆ.
 
CAS 1 

Dans le premier modèle,  est notre « paramètre » d’intérêt aP aµ . Le modèle suppose que 

les  sont indépendants d’un individu à l’autre (dans un domaine donné), ce qui est une 

hypothèse relativement forte. Dans cette approche, on voit bien que  est une 

statistique exhaustive (qui contient donc toute l’information), puisqu’il n’y a pas 
d’information auxiliaire au niveau individuel. On aboutit à 

iaY ,

∑
∈

=
asi

iaa YY ,

 
( )aaa PnY ,B→  

aY  (aléatoire) est le nombre total d’individus échantillonnés dans le domaine  qui 

appartiennent à la sous population . On remarquera que cette statistique est un simple 
comptage dans l’échantillon, qui ne prend pas en compte la différenciation des poids de 
sondage (donc, peu importe la façon dont les individus ont été échantillonnés). Cette 
première étape fixe donc la loi de 

a
D

Y  sachant µ . Une seconde étape doit préciser la loi de 

µ , c’est-à-dire ici la loi de . A ce niveau, la liberté de choix du modèle semble totale, 

l’obstacle majeur étant la complexité des calculs associés. On donne ci-après deux exemples 
relativement classiques,  traités dans la littérature : 

aP

 
y Exemple 1 :  suit une loi bêta aP ( )βα ,  

 
Il s’agit de la densité suivante ( 0>α  et 0>β ) : 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) 11 1,; −− −

Γ⋅Γ
+Γ

= βα

βα
βαβα aaa PPPf  

 
Ici, ( )βα ,  joue le rôle du paramètre 2λ . Comme on a 

( ) ( ) aa Yn
a

Y
a

a

a
aa PP

y
n

PYf −−⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 1  
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le calcul de l’étape b/ conduit à la densité conditionnelle : 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) 11 1

.
,; −+−−+ −

+−Γ+Γ
++Γ

= βα

βα
βαβα aaa Yn

a
Y

a
aaa

a
aa PP

YnY
nYPf  

 
Autrement dit,  conditionnel à  suit une loi bêta aP aY ( )βα +−+ aaa YnY , . L’étape c/ 

conduit au prédicteur optimum : 

( )
βα

αβα
++

+
==

a

a
aa

OPTI
a n

YYPEP ,;ˆ  

parce que l’espérance d’une loi bêta ( )βα ,  vaut ( )βαα + . L’étape d/ fournit la loi 

marginale de , qui est calculable et se trouve être une loi dite « bêta », c’est-à-dire de 

densité : 
aY

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )a

aaa

a

a
a n

YnY
Y
n

Yf
++Γ

−+Γ⋅+Γ
⋅

Γ⋅Γ
+Γ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

βα
βα

βα
βαβα ,;  

 

A partir de cette densité, on peut obtenir α̂  et , estimateurs du maximum de 
vraisemblance. Malheureusement, la densité est trop compliquée pour qu’on puisse obtenir 
des résultats analytiques, et il faut mettre en place des algorithmes qui convergent vers les 
estimateurs recherchés. On aboutit au prédicteur optimum empirique : 

β̂

 

βα
α

ˆˆ
ˆˆ

, ++
+

=
a

aOPTI
Ea n

YP  

 
Il est possible aussi d’obtenir des estimateurs de α  et β  selon la méthode des moments. 

 Rappel : soit une statistique  dont la loi dépend d’un paramètre vectoriel S
( )pαααα ,,, 21 K= . On note ( )αn

n fES =  avec ( )pn ,,3,2,1 K= , où les 

 sont des fonctions connues. Alors la méthode des moments estime nf α  

par α̂  solution du système : 

( )α̂n
n fS =  ( )pn ,,3,2,1 K=  

 
Pour cela, on considère les deux statistiques suivantes : 

∑
=

⋅=
m

a
a

a p
n
np

1

ˆˆ  

où  est un estimateur direct (sans biais) de  , et  ap̂ aP

( )∑
=

−=
m

a
a

a
p pp

n
ns

1

22 ˆˆ  

et on résout le système : 

p̂ˆˆ
ˆ

=
+ βα
α

 

( )( )

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−−

−−−
=

++ ∑
=

m

a

a

p

m
n
nnpp

mppsn

1

2

2

1ˆ1ˆ

1ˆ1ˆ
1ˆˆ

1
βα
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On vérifie que la solution conduit à : 
 

( ) ppP aaa
OPTI
Ea ˆˆ1ˆˆˆ

, ⋅−+⋅= γγ  

où 
βα

γ ˆˆ
ˆ

++
=

a

a
a n

n
. Ainsi,  a l’allure d’un estimateur composite (  est direct,  

peut être qualifié de synthétique puisqu’il implique l’ensemble des domaines). On a bien 

OPTI
EaP ,

ˆ
ap̂ p̂

[ 1,0ˆ ∈a ]γ  et l’estimateur direct a d’autant plus d’importance que  est grand - ce qui est 

rassurant. On remarquera que la variance d’échantillonnage n’intervient jamais dans 
an

aγ̂ , 

ce qui est un atout très appréciable (et qui n’avait pas lieu avec les modèles linéaires 
mixtes). 
 
y Exemple 2 :                suit un modèle de type Logit, soit aP
 

a
a

a v
P

PLog +=
−

µ
1

, où  suit une loi av ( )2,0 σN  

 
Ce modèle est plus complexe que celui de l’exemple 1, car on ne sait plus, cette fois, obtenir 

une expression analytique de  (la densité a posteriori de  sachant  est trop 

complexe, autrement dit on n’arrive pas à franchir l’étape b/). On peut néanmoins traiter la 
question par une méthode approchée s’appuyant sur des simulations. 

OPTI
aP̂ aP aY

 
Pour cela, on appelle  la variable aléatoire de densité aZ ( )1,0N . Puisque aa Zv .σ= , on 

relie  à  selon aP aZ ( )aa ZhP ⋅+= σµ1  avec ( ) ( )xx eexh += 11 . 

 
Le prédicteur optimum, dans sa forme générale, s’écrit 
 

( ) ( )( )2
1

2 ,;,;ˆ σµσµσµ aaaa
OPTI

a YZhEYPEP +==  

 
Ce qui rend le développement difficile est le fait que l’espérance est conditionnelle. Par 
calcul, il se trouve que l’on parvient à progresser un peu en exprimant cette espérance 
conditionnelle comme un ratio de deux espérances qui ne sont pas des espérances 

conditionnelles. En effet, on montre que l’on peut ré-écrire  selon OPTI
aP̂

 

( )
( )2

2

,;
,;ˆ
σµ
σµ

a

aOPTI
a YB

YAP =  

où ( ) ( )[ ] ( )[ ]ZEeZhEA ZYh a
1

.,
1

2 ∆=⋅+= +σµσµ  

( )[ ] ( )[ ]ZEeEB ZYh a
2

,2 ∆== ⋅+σµ  

( ) ( )x
aaa eLognYxxYh +⋅−⋅= 1,2  

 
Les espérances se calculent par rapport à la loi ( )1,0N  (celle de ). Les calculs de  et aZ A
B  sont ceux d’une intégrale « classique », complexe certes mais dont on peut écrire 
l’expression. Ensuite, on utilise une quelconque méthode de calcul numérique d’intégrales. 
Ici, puisque Z  suit la loi ( )1,0N  de densité ( )zf , on peut utiliser une méthode de 

simulation de la manière suivante pour calculer  (idem pour A B ) : 

Insee - Actes des Journées de Méthodologie Statistique 2005 84



� Tirer T  valeurs indépendantes  dans la loi , avec TZZZ ,,, 21 K ( )1,0N
T  grand (T =1000 par exemple) ; 

� Former ( )∑
=

∆=
T

t
tZ

T
I

1
1

1
 

 
D’après la loi des grands nombre, I  converge vers ( )[ ]ZE 1∆ , si bien qu’après avoir estimé 
les paramètres µ  et σ , on peut in fine calculer 
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L’estimation de µ  et  par maximum de vraisemblance souffre des mêmes problèmes de 
calcul numérique, aggravés encore par l’opération de maximisation. L’affaire reste 
cependant gérable, puisqu’on parvient à exprimer la densité marginale de  en fonction de 

2σ

aY
µ  et σ  : 

( ) =σµ ,;aYfLog constante  ( )( )∑
=

+
m

a
aYBLog

1
,; σµ

 
Il est possible aussi d’utiliser des estimateurs de type « moment », par exemple en résolvant 
le système non linéaire : 
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CAS 2 

C’est un contexte encore plus compliqué que le cas 1 parce que le modèle ne concerne pas 
directement les paramètres d’intérêt , mais il introduit des paramètres  qui varient 

d’un individu à l’autre. Cette variabilité ne prend vraiment un sens qui si on peut expliquer 
les valeurs individuelles  par un vecteur d’informations auxiliaires . Un façon de le 

faire consiste à postuler une liaison logistique telle que : 

aP iaP ,

iaP , iaX ,

a
T

ia
ia

ia vX
P

P
Log +=

−
β,

,

,

1
 où suit une loi av ( )2,0 σN  

 
On suppose que l’échantillonnage qui conduit à observer les valeurs  des individus d’un 

échantillon  est « ignorable », en ce sens où le modèle n’est pas affecté par le processus de 

sélection (autrement dit, l’inférence sur les paramètres n’a pas à prendre en compte 
l’échantillonnage). Cela est vrai par exemple avec un sondage aléatoire simple, et, de façon 
plus générale, avec tout processus de sélection dont les probabilités de sélection font 

iaY ,

as
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intervenir des variables incluses dans le vecteur  (voir aussi 2.2.1). Cela étant, le 

paramètre d’intérêt reste la proportion  définie au niveau du domaine. On a 

iaX ,

aP

C
a

a

aa
a

a

a
N

i
ia

a
a y

N
nNy

N
nY

N
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a −
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où ∑
∈

=
asi

ia
a

a Y
n

y ,
1

 représente la proportion d’individus de l’échantillon  qui sont dans la 

sous population , et 

as

D C
ay  est la proportion d’individus du domaine qui n’appartiennent 

pas à  et qui sont dans . On notera que as D ay  n’est pas, en général, l’estimateur direct de 

 que recommande la théorie des sondages : il ne l’est que si le tirage est à probabilités 

égales. Comme 

aP

ay  est calculable, il reste à prédire C
ay  par le prédicteur optimum : 
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Pour un individu ( )ia,  de , non échantillonné : a

[ ]2
,, ,; σβajaia sjpourYYE ∈  

( )
[ ]2

,,,1
,;, σβajaiaia sjpourYPYEE ∈=  

d’après les règles de l’espérance conditionnelle, où  désigne l’espérance par rapport à la 

loi de  conditionnelle aux  observés. Comme  suit la loi binomiale 

( )1
E

iaP , jaY , jaY , ( )iaP ,,1B , la 

seconde espérance vaut , si bien qu’in fine on aboutit à iaP ,

[ ]2
,, ,; σβajaia sjpourYPE ∈  

puis au prédicteur optimum : 
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On ne peut pas développer davantage, le calcul de l’espérance conditionnelle ne semblant 
pas pouvoir déboucher sur des formules analytiques : il faut se résoudre à agir comme dans 
l’exemple 2 du cas 1, c’est-à-dire en mettant l’espérance conditionnelle sous la forme d’un 
ratio de deux espérances non conditionnelles, chacune étant en fait une intégrale complexe 
que l’on calcule par une méthode numérique appropriée. Bien entendu, on aura auparavant 

estimé les deux paramètres β  et , soit à partir de la densité des  (approche EMV), 

soit à partir de la méthode des moments. 

2σ iaY ,
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4.5. Cas des variables qualitatives : paramètre de type « risque 
relatif ». 
 
Il arrive que le paramètre d’intérêt soit de type « risque relatif » c’est-à-dire qu’il soit défini 
comme le rapport de la proportion d’une sous-population donnée au sein du domaine à la 
proportion de cette même sous-population dans la population entière. Ce type de paramètre est 
beaucoup utilisé pour caractériser en épidémiologie les zones fortement touchées (relativement) 
par une maladie donnée, où ayant de forts taux de mortalité associés à une cause donnée, soit : 

a

a

a

aaa
a Y

Y
PN
PN

P
P

~.
.

===θ  
 

aP  = proportion d’une sous-population donnée au sein du domaine ; 

P  = proportion d’une sous-population donnée au sein de la population entière. 
  

(la sous-population est caractérisée par exemple par les personnes atteintes de la grippe, ou 

encore par celles qui sont au chômage). Dans l’échantillon de taille , on observe l’effectif  

égal au nombre d’individus de la sous-population intérêt dans l’échantillon recoupant . On 
note : 
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1
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où aτ  (proche de est considéré comme fixé parce que le ratio est construit sur un grand 

nombre d’individus (il est donc de faible variance par rapport à ).  

).Pna

aŶ
 

Il est assez naturel de considérer que  suit une loi binomiale de paramètres  et , loi que 

l’on peut « simplifier » en loi de Poisson, de paramètre = 
aŶ an aP

aa Pn . aa θτ . . La conjonction de la 

modélisation  et de la simplification débouche sur l’hypothèse suivante : 

).(ˆ
aaaa PoissonY θτθ →  

 
Il reste à faire une hypothèse sur la loi du paramètre intérêt Là encore, on peut imaginer 
plusieurs cas, dont  

     ),( βαθ Gammaa →   (modèle dit « Poisson-Gamma - cas 1) , soit 

 

( ) ( )
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ou   (modèle dit « Log-normal » - cas 2). ),( 2σµθ NLog a →
 

• Avec le cas 1, on montre   ),ˆ(ˆ
aaaa YGammaY τβαθ ++→ . D’où 
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après estimation de α  de β  par α̂  et  (la loi de  est binomiale négative). Si on utilise des 

estimateurs des moments « bien choisis » et en posant  estimateur direct de 

β̂ aŶ

aaa Y τθ /ˆˆ = aθ , on 

forme : 

( ) θγθγθ ˆˆ1ˆˆˆ
, ⋅−+⋅= aaa
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                                                                       Direct       Synthétique 

Où                                  
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• Avec le cas 2, il n’y a pas de formulation analytique de . Il faut utiliser une autre 

technique. 

OPTI
Ea,θ̂

 
Si on connaît la taille du domaine , l’estimation de l’effectif de la sous population concernée 

peut être obtenue en calculant . 

aN

aa PN ˆ.
 
 

5. La classe des prédicteurs Bayésiens hiérarchiques 
 
Cette méthode est seulement citée pour mémoire. Il s’agit d’une approche qui peut se résumer à  
celle du chapitre 4 dans laquelle on ajoute une étape : on suppose en effet que les paramètres 
( 21, )λλ  suivent une loi que l’on se fixe A PRIORI, soit ( )21,λλf . Par la formule de Bayes : 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )∫ ⋅

⋅
=

λµλλλλµ
λλλλµ

λλµ
ddfYf

fYf
Yf

2121

2121
21 ,,,

,,,
,,  

 

La densité ( 21,, λλµYf ) est calculée comme au chapitre précédent. Le problème essentiel se 

rencontre au dénominateur, qui représente la densité de Y : en effet, généralement cette 
expression est incalculable analytiquement ! On peut s’en sortir en utilisant des techniques de 
simulation par chaînes de Markov (algorithmes de Gibbs, algorithme de Metropolis). Finalement, 
on obtient la densité « A POSTERIORI »  

( ) ( ) λλλµµ dYfYf ∫= 21,,  

puis on termine en exprimant 

( )YE µ   =   HBµ̂

dit estimateur « Bayésien hiérarchique ».  
 
Nous ne développons pas ici ces techniques, qui sont très complexes, et renvoyons à l’ouvrage de 
J.N.K. Rao (2003) pour plus d’information. 
 
 

6. L’approche par la prédiction 
 
C’est une façon de pratiquer l’estimation sur petits domaines qui s’appuie sur des modèles de 
comportement individuel de nature explicite. On se situe donc dans l’esprit de la partie 2.2, mais 
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en la généralisant (en particulier on manipule des expressions qui ne font plus apparaître d’effet 
variable associé au domaine). On va poser, pour tout individu de la population : 

i
T

ii eBXY +⋅=  

avec  un aléa d’espérance nulle, un vecteur d’informations auxiliaires partout connues et ie iX
B un vecteur de paramètres inconnus. Le modèle est le même sur le domaine et sur le reste de la 
population. De même, le modèle s’écrit à l’identique que l’individu soit ou non dans l’échantillon 

 (sur ce point, voir mise en garde du 2.2.1). On peut mener une théorie complète avec des 

hypothèses quelconques sur la variance des , mais pour simplifier on considérera que les  

sont deux à deux indépendants.  

s
ie ie

 
Pour prédire le vrai total (aléatoire)  sur le domaine , on va chercher la fonction linéaire - 

notée 

aY a

aY~ - des  pour i décrivant  (et non pas seulement ) qui soit la plus proche de  au 

sens suivant : 
iY s as aY

• Absence de biais, soit 0)~( =− aa YYE  

• Erreur quadratique minimale, soit 2)~( aa YYE −  minimale. 

 
Dans les conditions d’absence de corrélation précédemment posées, la solution à ce problème est : 
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où  est le meilleur prédicteur individuel de . L’expression de ii XBY .ˆˆ = iY B̂  dépend des 

hypothèses faites sur les variances des . Mais il est à noter que ie B̂ ne tient pas compte des poids 

de sondage (l’optimalité est conçue par rapport à la loi du modèle seulement : peu importe la façon 
dont les individus sont échantillonnés). Donc, avec les notations habituelles, et quel que soit le 
plan de sondage (la présence de moyennes simples ay et ax  n’est pas une erreur !) : 

( ) BxnXynY T
aaaaaa

ˆ.~ −+=  

 
On peut adapter cette expression au cas de modèles traduisant des situations très courantes, par 
exemple : 

• Modèle ii eY += µ  , avec Var( ) = . ie 2σ
 
Il a été introduit au 2.1 du chapitre II, en tant que comportement de base permettant de justifier 
l’estimateur synthétique construit à partir de la moyenne calculée sur l’ensemble de l’échantillon,  

soit 
N

Y
ˆ

ˆ
.  Dans ce cas, on a yB == µ̂ˆ , moyenne simple sur l’ensemble de l’échantillon . D’où : s

( ) ( )yynyNynNynY aaaaaaaa −+=−+= ...~
 

 
Cette expression est à rapprocher de l’estimateur synthétique classique yNa . . 

• Modèle ihi eY += µ  avec Var( ) =  si i est dans h (catégorie de la population) ie 2
hσ

 
Il a été introduit au 2.2.2 . Il conduit à : 
 

( ) h
h

ahahaaa ynNynY ..~ ∑ −+=  
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à comparer avec l’estimateur synthétique classique h

H

h
ah yN ⋅∑

=1
. 

• Modèle  avec Var( ) =  iii eBXY += ie iX.2σ
 
On obtient   
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⎜
⎝
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x
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x
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x
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à comparer avec l’estimateur synthétique 
x
yX a . 

 
A partir de ces estimateurs de prédiction optimum, on peut faire des calculs de variance assez 
simplement, et estimer sans biais ces variances. 
 
 

7. Eléments sur la qualité des estimations 
 
Une des questions essentielles demeure l’évaluation de la qualité des estimations « petits 
domaines ». S’agissant de comparer une estimation (quelle que soit la méthode qui l’a produite) à 
une vraie valeur que l’on ne connaît pas (par définition), on ne peut s’en tenir de toute façon qu’à 
des présomptions. On se trouve donc dans une situation banale en statistique, ni pire ni meilleure 
que celle que rencontrent par exemple tous les prévisionnistes. En particulier, on ne peut pas 
tenir compte de spécificités qui ne seraient pas prises en compte d’une façon ou d’une autre au 
travers d’un modèle. Il ne semble donc pas y avoir de recette infaillible pour qualifier la 
pertinence de l’estimation, mais néanmoins on dispose d’éléments d’appréciation, en particulier 
les suivants. 

a) L’estimation de l’erreur quadratique moyenne (EQM) de l’estimateur « petits domaines » : 
ce document a assez largement abordé cette question, et on a vu qu’avec la modélisation 
implicite il s’agissait plutôt, hélas, d’un pis-aller (cf 2.3 du chapitre III). En revanche, la 
modélisation explicite fournit des outils plus convaincants si le modèle est juste (chapitre 
IV). 

 
b) Les diagnostics de qualité des modèles en cas de modélisation explicite. On trouve des 

indicateurs qui permettent de juger de la pertinence du modèle (choix des variables 
explicatives par exemple - y compris au niveau d’éventuels effets aléatoires) et des 
grandeurs qui mesurent le degré « d’ajustement » du modèle aux données collectées 

(comme le 2R  en régression multivariée classique). Les graphiques de résidus estimés 
sont fort utiles, à la fois pour valider l’hypothèse d’espérance nulle de ces résidus et pour 
apprécier la validité de l’hypothèse formulée sur leur variance. Des techniques permettent 
de détecter les individus ayant une influence particulièrement forte dans la détermination 
des paramètres du modèle, ce qui permet ensuite de les traiter de manière spécifique. 

 
c) Lorsqu’on dispose d’échantillons dont les tailles sont jugées suffisamment grandes sur 

quelques domaines (par exemple s’il y a eu une extension d’enquête dans quelques 
régions, ou dans quelques départements), il est évidemment naturel de juger de la 
pertinence des estimations petits domaines en les comparant aux estimateurs directs. 
C’est d’ailleurs la méthode la plus naturelle - et probablement la plus fiable - pour 
apprécier la qualité de l’estimation « petits domaines ». 

 
d) Même s’ils ont une grande variance, les estimateurs directs sont a priori sans biais (ou 

faiblement biaisés s’il y a eu un redressement). Donc, si on représente dans un plan les 
différents domaines avec en abscisse l’estimation « petits domaines » et en ordonnée 
l’estimation directe, s’il y a un nombre suffisant de domaines, on devrait obtenir un nuage 
de points repartis autour de la droite d’équation xy =  si les estimateurs « petits 
domaines » ont un faible biais. Si le nuage a une forme spécifique qui s’éloigne 
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manifestement de ce schéma, on peut soupçonner un problème de biais provenant des 
estimateurs « petits domaines ». Une technique plus objective que la simple appréciation 
visuelle consiste à tester l’égalité à 1 de la pente de la droite de régression et l’égalité à 0 
de l’ordonnée à l’origine. 

 
e) Il est intéressant de sommer les estimations « petits domaines » pour obtenir des 

estimations sur des populations de grande taille et apprécier l’écart à l’estimateur direct 
(réputé fiable sur une population de grande taille). Par exemple, on sommera les 
estimations départementales pour voir ce que donne l’estimation nationale ainsi 
reconstituée. On peut d’ailleurs imaginer plusieurs types de sommation. Si l’écart est trop 
grand, les estimateurs « petits domaines » apparaîtront douteux. 

 
f) Une méthodologie sécurisante consiste de toute façon à mettre en œuvre plusieurs 

méthodes d’estimation « petits domaines » et à comparer les distributions des estimations 
relatives aux différents petits domaines. Il est conseillé de produire ne serait-ce que des 
statistiques descriptives de type « box-plot » et de discuter des résultats avec un expert du 
thème de l’enquête. On peut aussi voir apparaître graphiquement des structures 
intéressantes sur des cartes lorsque les petits domaines ont une nature géographique. 
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Conclusion 
 
On a bien vu que les techniques d’estimation sur petits domaines  - au-delà des estimations 
directes classiques, qui s’avèrent très souvent insuffisantes - sont tout à fait dépendantes de 
modèles de comportement. Il est donc nécessaire de faire des hypothèses « plus ou moins » proches 
de la réalité, et dont la pertinence est, dans le meilleur des cas, difficile à apprécier. En 
particulier, on ne saurait trop insister sur l’importance de la phase préliminaire de sélection de 
l’information auxiliaire pertinente, qui constitue l’étape clef recelant les gisements d’amélioration 
de qualité. Si, lors de cette étape, les sources d’information externe apparaissent insuffisamment 
riches ou inexploitables, voire inaccessibles, on risque bien de se trouver en situation très difficile 
et de ne pas pouvoir répondre à la demande. Une autre cause d’échec peut être la sous-estimation 
des moyens humains nécessaires pour mener l’étude, laquelle nécessite de l’expertise technique à 
la fois en matière de modélisation du phénomène étudié et en terme de technique statistique. 
 
Il y a un aspect un peu troublant dans toute cette problématique, pour la raison suivante. Soit on 
utilise un estimateur purement synthétique, et c’est une approche brutale qui est de l’ordre de 
l’acte de foi, soit on utilise un estimateur de type composite qui possède a priori un aspect plus 
rassurant parce qu’il est en partie bâti sur un « vrai » estimateur local. Mais dans ce dernier cas, 
on peut penser qu’il n’y a véritablement d’intérêt à utiliser cet estimateur composite que dans le 
cas où deux conditions simultanées sont vérifiées : d’une part disposer d’un modèle explicatif 
assez performant, et d’autre part avoir à faire à un domaine ayant tout de même « une certaine 
taille ». En effet, si le modèle s’ajuste mal, l’estimateur composite sera essentiellement influencé 
par l’estimateur direct - auquel généralement on ne croit pas - et on risque bien d’obtenir des 
estimations curieuses, voire fantaisistes. Si la taille de l’échantillon dans le domaine n’atteint pas 
une taille suffisante, c’est au contraire l’estimateur synthétique qui sera déterminant, mais cela 
revient à s’appuyer sur le « tout modèle » et on aura peut-être des difficultés à faire croire que les 
spécificités locales sont correctement prises en compte...C’est la raison pour laquelle il nous 
semble que la situation la plus favorable dans la mise en œuvre des techniques d’estimation sur 
petits domaines reste celle qui assure un équilibre entre une contribution « vraiment locale » et 
une contribution de type modèle, ce qui revient à dire, encore une fois, qu’il faut se résoudre à 
recourir à des pratiques facilement critiquables dans le cas de tout petits domaines ou lorsqu’on 
ne dispose pas d’une information auxiliaire au pouvoir explicatif satisfaisant. 
 
La théorie des estimations sur petits domaines est récente, assez compliquée (au moins pour la 
partie modélisation explicite) et mal diffusée, donc peu mise en œuvre. Cela explique 
probablement que les outils logiciels adaptés à la problématique soient peu développés à ce jour. 
En France, on a d’ailleurs très peu d’expérience en la matière. Cela étant, si la conception des 
poids nécessite une maîtrise technique de la discipline, il n’y a pas de difficulté particulière pour 
le chargé d’étude non-spécialiste des techniques de sondage à effectuer concrètement les 
estimations (dès lors qu’il n’a pas l’ambition de faire du calcul de précision…) : en effet, tous les 
estimateurs manipulés sont des fonctions linéaires des valeurs individuelles collectées et le 
statisticien peut (doit) fournir au chargé d’études le fichier national de collecte prêt à l’emploi, 
avec les poids qu’il aura calculés pour les besoins de l’estimation locale. Evidemment, pour un 
domaine donné, il faut en toute généralité un poids par variable - mais on peut souvent faire des 
économies d’échelle, en particulier avec une modélisation implicite (avec laquelle les catégories 
distinguées par le modèle peuvent être les mêmes pour des « paquets » de variables d’intérêt). 
Néanmoins, globalement, l’opération reste longue et fort coûteuse en moyens humains : sauf 
exception, le processus ne se prête pas à l’industrialisation et il n’est donc raisonnablement 
envisageable que pour des enquêtes qui n’ont « pas trop » de variables 
 
Il faut également signaler que la mise en œuvre de ces approches nécessite de gros efforts 
pédagogiques : il est assez difficile d’expliquer à un financeur local « non-statisticien » qu’il doit 
mettre des moyens pour que l’on traite une information collectée ailleurs que dans la zone qui 
l’intéresse mais qui prétend par ailleurs être utile pour estimer les comportements purement 
locaux. Concrètement, l’utilisateur risque bien d’être perturbé par la nécessité d’exploiter un 
fichier national pondéré alors que sa logique lui fait attendre un fichier local pondéré.. 
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Enfin, terminons par une évidence qu’il convient de garder en mémoire : toutes ces méthodes ne 
sont jamais que des palliatifs, qui ne peuvent pas rivaliser en qualité avec une conception du plan 
de sondage qui prendrait en compte dès l’échantillonnage les objectifs d’estimation sur de petits 
domaines. Cela veut dire que si on connaît les besoins d’estimation sur des petites populations 
avant de tirer l’échantillon, il faut réfléchir à des méthodes plus performantes, en particulier à 
des tirages à probabilités inégales sur-représentant la petite population ou à des compléments de 
sondage effectués après coup spécifiquement dans la population rare. Cela ne pose pas trop de 
problème techniques (on sait maintenant traiter facilement les tirages dans des bases de sondage 
multiples), mais évidemment cela oblige à concevoir un plan de financement adapté à cette 
ambition. 
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