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Introduction

1. Contexte :

Dans toutes les enquétes par sondage, on rencontre par définition des erreurs d’échantillonnage :
elles traduisent le fait que les estimations issues des données collectées dépendent de
Iéchantillon tiré. L’erreur d’échantillonnage est conditionnée par de nombreux parameétres mais
I'un d'eux, fondamental, est la taille de I’échantillon : lorsque cette taille est faible, il y a un fort
risque de mauvaise qualité des estimations ! Une telle situation se rencontre deés lors que l'on
s'intéresse a des sous-populations, parfois méme dans le cadre de grosses enquétes, car la taille de
Péchantillon qui va conditionner la qualité de l'estimation est celle qui concerne la sous-
population étudiée. La suite de ce document s’intéresse aux estimations produites a partir de ces
sous-populations, appelées « domaines », en particulier lorsque les tailles d’échantillon recoupant
ces sous-populations sont faibles. On parle alors de « petits domaines »

Dans la pratique, les exemples de petits domaines sont légion. C’est en particulier le contexte
quoffrent les enquétes ménages a I'Insee pour tout parameétre défini sur une régionl, un
département, une unité urbaine, voire méme une commune. La sous-population n’est d’ailleurs
pas nécessairement définie par des critéres géographiques: ce peut étre une catégorie
socioprofessionnelle donnée, une tranche d’age, une nationalité, un niveau de diplome, etc. Ainsi,
estimer le revenu moyen des ménages en Bourgogne, le taux de chomage en ZUS, le taux de
chomage des moins de 25 ans, le montant total d'une allocation versée aux personnes souffrant
d’une déficience mentale, ou encore la proportion de logements locatifs dans le parc des logements
de 6 pieces ou plus, sont des problémes d’estimation sur petits domaines.

2. Objectif et premiéres notations :

On ¢s’'intéresse a l'estimation d’un total, d'une moyenne ou dun pourcentage définis sur le
domaine appelé a (le domaine est souvent une zone géographique, d’ou le choix de "a" pour

"aire"). La variable d’intérét est notée Y , et l'individu est repéré par son identifiant i (qui va
donc indexer Y ). On note N 1la taille de la population totale, et N, la taille du domaine a. Les

parameétres a estimer grace a 'enquéte sont :

N,

Na
Y, =D, et Y, =NiZYi
a i=1l

i=1
respectivement vrai total et vraie moyenne sur le domaine a. Lorsque la variable Y; vaut 1 si i

vérifie une propriété donnée (exemple : sexe masculin et 4ge < 50 ans) et O sinon, le paramétre

devient la proportion des individus du domaine qui vérifient la propriété en question (ici le
pourcentage dhommes de moins de 50 ans au sein du domaine).

Savoir estimer correctement un total va permettre d’estimer toutes les fonctions de totaux, méme

s1 elles sont complexes. En effet, une méthode simple consiste a considérer le paramétre complexe
et a substituer les estimateurs aux vrais totaux : pour estimer

0, =f(Y,Y2...Y)

on forme éa = f(Y’\;,Y’\aZ,...,YAap)

1 Sauf les tres grosses enquétes, comme 'enquéte Emploi - ou la région n’est plus assimilée a un petit domaine.
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L’opération introduit ainsi un biais qui lui est propre, mais on montre qu’a moins de manipuler
des échantillons extrémement petits, ce biais la reste une composante négligeable de l'erreur
totale. Ce qui suit permet donc l'estimation sur petits domaines, par exemple de ratios, de
dispersions, de coefficients de corrélation ou encore de coefficients de régression. En revanche, les
statistiques qui ne sont pas des fonctions de totaux ne relevent pas de ce document, comme par
exemple les quantiles et leurs satellites

3. Sources d’informations et compléments de notation :

On s’'intéresse généralement a la technique d’estimation sur petits domaines lorsqu’on dispose de
données d’enquéte relatives au phénomene étudié: si tel n'est pas le cas, on doit compter
seulement sur d’éventuels fichiers administratifs: soit ces fichiers contiennent l'information
individuelle nécessaire et suffisante, auquel cas les méthodes a employer sont de nature
comptable, soit ils ne la contiennent pas (ce qui correspond tout de méme a la plupart des
situations) et on ne peut pas obtenir 'estimation voulue.

On considérera donc qu'on dispose d'un échantillon d’individus interrogés dans le cadre d'une
enquéte par sondage. Soit il s’agit de la seule source accessible, soit il est possible d’exploiter des
sources exhaustives "ou presque" (comme les enquétes annuelles de recensement de I'Insee) qui
fournissent de I'information auxiliaire corrélée aux variables d’intérét. Dans le premier cas, il y a
peu de marge de manceuvre et on devra se contenter destimateurs assez "pauvres" - et
vraisemblablement peu efficaces. Le second cas est heureusement beaucoup plus commun : c’est
en effet en exploitant habilement I'information auxiliaire que I'on va pouvoir augmenter la qualité
des estimations sur petits domaines. La réussite des opérations passera donc en premier lieu par
le recensement des sources disponibles et par l'examen critique des variables susceptibles
d’expliquer le phénomene étudié sur le domaine.

L’échantillonnage dans la population globale U va produire un échantillon S, de taille N. La
partie de cet échantillon qui recoupe le domaine a sera noté S, et sa taille Nn,. On a 0< n,<n,
et on notera qu’il est possible que le hasard conduise & N, =0 si le domaine est tout petit ou si N
est déja petit. Comme le plan de sondage est a priori quelconque, un individu ide U a une
probabilité de sélection notée Hi. On rappelle que la valeur Hi est choisie par le sondeur. En

particulier avec un tirage aléatoire simple ou plus généralement avec tout échantillonnage de
taille fixe & probabilités égales, on a II; = n/N.

(taille na)

s /

(taille n)
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4. Concepts d’erreur en sondage.

La sensibilité d'un estimateur a I’échantillon tiré constitue une préoccupation tout a fait centrale
dans la question du choix des estimateurs. Les concepts de qualité essentiels sont au nombre de

trois. Si on note p(S) la probabilité de tirer I'’échantillon S, si (9(8) est 'estimation obtenue a

partir de S et si @ est la vraie valeur (inconnue, a estimer), on distingue :
i) Le biais : E(é)— 0=> pl(s)-6(s)-o
ii) La variance V(HA)= E(é - Eé)z = Z p(S)(é(S)— Eé)2
. ) A b 2 . RV
1ii) L’erreur quadratique moyenne EQM (9) = E(H - 6’) =Variance + (bIaIS)

Le biais et la variance sont des indicateurs de natures différentes, puisque le premier mesure une
tendance centrale et le second une dispersion. L’erreur quadratique moyenne est un concept
général qui « mixte » biais et variance. S'il y a un seul indicateur a fournir pour caractériser la
qualité d’'un estimateur, c’est probablement ce dernier qu’il faut considérer.

On peut aussi s'intéresser a une précision relative, définie comme le rapport de I'écart type
d’échantillonnage (racine carrée de la variance) a la vraie valeur. C’est un indicateur appelé

« coefficient de variation » :
o v (6)
Ccv (19 )= —0

On a coutume de considérer qu'un CV inférieur a 5% correspond a une estimation satisfaisante.

5. Estimation de la taille de population d’un domaine avec un
sondage aléatoire simple :

Nous avons vu au 2. que lobjectif consistait a estimer un total sur un domaine.
L’estimation Na de la taille dun domaine @ est un cas particulier d’estimation de total :
il suffit de considérer la variable constante égale a « 1» sur a pour s’en convaincre,
puisque son vrai total sur le domaine vaut N,. Cette question se traite immédiatement

dans le cas d'un sondage aléatoire simple, si on se souvient qu'on estime sans biais toute
proportion vraie par la proportion associée dans 1’échantillon. Soit

Na _ na
N n
On sait également exprimer la variance de la proportion estimée (mettons que N est négligeable
devant N ):
\ N, ~l Na.l—Né1
n N N
~ 1N N
soit V(N Jenz = Dafg D
n N N
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Si le domaine est (tres) petit alors 2 N sera (tres) petit. Comme souvent Nest (trés) grand, on

A

obtient des valeurs numériques de lécart type de N, tout a fait modestes. On a donc un

a
sentiment de trés bonne précision absolue - et cela est indiscutable (les intervalles de confiance
ont effectivement une faible amplitude).

Il n’y a pas de piege ici, en revanche il y a une subtilité : si on raisonne en précision relative, donc
en coefficient de variation, on obtient une conclusion inverse. En effet,

- AWVR) 1 N[N, 1 N,
cv(Na)_N—aNﬁ.\/N:a.Jl— 5 NW.‘M— .

si bien qu'un petit domaine va donner lieu a un (tres) grand CV - sauf si la taille totale de
Péchantillon N est tres grande. Voici quelques tailles N nécessaires (et suffisantes) pour
atteindre un CV de 5% (ce qui constitue une précision relative correcte, mais sans plus) en

fonction de différentes valeurs de P, = N % correspondant a des PCS recensées en 1990 (source
RP1990) :

PCS Clergé Cadres fonction Professions Agriculteurs Ouvriers
publique scientifiques Exploitants Retraités
Retraités
Pa 0,001 0,005 0,01 0,02 0,05
n 400 000 80 000 40 000 20 000 8 000

6. Qu’est-ce qu’un petit domaine ?

A partir de quand peut-on considérer qu'on a a faire a un « petit domaine » ? Il n’existe pas de
définition dans ’absolu qui permette de qualifier indiscutablement de « petit » le domaine auquel
on s’'intéresse. Il s’agit plutét d’'une appréciation de circonstance, qui est intimement liée a la
question de la précision. En fait, lorsqu’il cherche a estimer un parameétre, le statisticien a des
concepts pour définir la précision - concepts présentés dans la partie 4 - et une cible quantitative
(plus ou moins explicite...) pour chaque estimation calculée. Si 'estimation classique relative au
domaine a une précision insuffisante par rapport a son objectif, on se trouve potentiellement en
situation d’estimation sur petit domaine.

Concretement, pour une variable d’'intérét donnée, si on mesure la qualité par le coefficient de
variation (qui est un trés bon critére), on peut se fixer un seuil de coefficient de variation en dega
duquel l'estimation classique suffira et au-dela duquel on envisagera l'application de méthodes
« petits domaines ». Par exemple - mais, encore une fois, cela reste a 'appréciation de chacun en
fonction des objectifs de 'enquéte - on considérera qu’il faut déclencher une estimation « petits
domaines » si le coefficient de variation dépasse 20%. Cela suppose évidemment que l'on soit en
mesure d’estimer la précision des estimateurs que l'on construit, ce qui peut étre un sérieux
obstacle avec des plans de sondage complexes.

7. Grandes catégories d’estimateurs et plan du document :

On distingue trois grands types d’estimateurs :

+ Les estimateurs directs, dont la caractéristique est de ne pas faire appel a de I'information
(collectée Y ou auxiliaire X ) relative a des individus se situant hors du domaine. Cela ne
signifie pas qu’il n’y ait pas d’information auxiliaire qui soit utilisée, mais cela signifie que si c’est
le cas, cette information ne concerne que les individus du domaine étudié.
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* Les estimateurs indirects construits a partir de modeéles implicites. 11 s'agit la
d’estimateurs dont I'expression méme s’appuie, d'une fagon ou d’'une autre sur des hypothéses de
comportement reliant le domaine au reste de la population. Ces estimateurs ont une qualité qui
dépend de la validité du modele, lequel traduit toujours une hypothése du style "du point de vue
de tel parameétre, le domaine et la population se comportent de la méme facon". Par exemple, on

postulera que la moyenne de Y sur le domaine, soit Y., est identique a la moyenne de Y sur

as
I'ensemble de la population. Le modeéle est qualifié d’implicite parce qu’il s’applique a un niveau
"macro" : il concerne des parameétres et non des comportements individuels, et il ne fait pas
intervenir de variable aléatoire. Il a donc pour caractéristique de résulter d'une approche
purement descriptive.

* Les estimateurs indirects construits a partir de modéles explicites. Dans cette catégorie,
on trouve tout ce qui se fait a partir de la modélisation des parametres des domaines en fonction,
d’'une part de variables explicatives congues au niveau du domaine, et d’autre part d'un aléa (qui
n’est pas du tout un aléa de sondage, mais une variable aléatoire de méme nature que l'aléa de

I'économétre). Par exemple, on postulera que la moyenne Y, est une combinaison linéaire de

. . . k spe s . . N , \
K variables explicatives X, définies au niveau de chaque aire a, cela a un aléa prés.

Eventuellement (mais pas nécessairement), on considérera que l'aléa suit une loi de nature
connue (loi de Gauss par exemple). On peut aussi modéliser les comportements individuels, - donc
a un niveau plus fin que le domaine - que 'on peut relier aux parameétres définis sur le domaine.

Par exemple, on postulera qu’une grandeur individuelle quantitative Y;, ou i décrit le domaine
d’intérét, est une combinaison linéaire de variables explicatives individuelles Xik , comprenant en
particulier un effet propre au domaine, plus un aléa individuel qui regroupe tout ce qui n’est pas

expliqué par ces Xik )

Cette classification n’est pas la seule envisageable bien sir, mais nous l'avons retenue pour
structurer la suite du document.

Le choix de la méthode dépend ensuite de la nature de 'hypothése que 'on souhaite faire (donc
des risques que 'on est prét a prendre) et de I'information auxiliaire dont on dispose, sans oublier
les moyens et compétences disponibles pour appliquer la théorie associée. L’estimation directe (la
voie la plus simple) est toujours techniquement possible, mais on voit bien que dans nombre de
cas elle est tres fragile, voire fantaisiste, si bien qu’elle fait office de dernier recours. L’estimation
indirecte implicite peut également étre choisie en toute circonstance mais elle ne prend son sens
que si on est en mesure d’étayer (au moins un peu...) lhypothese qui sert de base a la méthode.
Méme si ce n'est pas une nécessité absolue pour appliquer cette approche, de fait on a besoin
d’information auxiliaire pour rendre le modele plus crédible (sans information auxiliaire, le
modeéle sera presque toujours trop fruste). Quant a I'estimation indirecte explicite, elle ne peut
s’envisager qu’'avec une information auxiliaire assez riche et actualisée, et des moyens humains et
informatiques conséquents pour dérouler toute la procédure. C’est de loin I'approche la plus
complexe techniquement et la plus colteuse. Il n’est pas évident qu’elle soit in fine plus efficace
que la méthode implicite, mais elle prend généralement 'avantage lorsqu’il s’agit d’apprécier la
pertinence de la modélisation.
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Estimation directe

Il s’agit de construire un estimateur « correct» de Y, (ou de Y,) sans utiliser d’information

« extérieure » au domaine dead : dans toute cette partie, seuls les individus de l'aire a sont
1mpliqués dans la définition de I'estimateur.

Le probléme essentiel posé par cette catégorie d’estimateurs est leur grande variance
d’échantillonnage : en effet, lorsque a est petit, N, sera vraisemblablement petit (sauf si

I'échantillonnage a été congu spécifiquement pour obtenir N, suffisamment grand, mais ce n’est

généralement pas le cas) et la variabilité de l'estimateur sera grande. La justification des
extensions locales d’enquéte s’appuie directement sur ce principe. Ainsi, pour une enquéte
nationale de 20 000 ménages par exemple, on trouvera 200 ménages dans un département
« moyen », ce qui est trés largement insuffisant pour produire n'importe quelle estimation selon
Papproche « traditionnelle ». La mise en place d’'une extension départementale augmentera de
maniére ciblée la taille d’échantillon. Méme au niveau régional, la situation apparait bien
périlleuse, puisque avec 1000 logements? les estimations régionales d’ensemble seront entachées
d’une incertitude déja conséquente? et, surtout, on ne pourra pas raisonnablement prétendre faire
la moindre exploitation sur des sous-populations au sein de cette région. Donc, la encore,
Iextension régionale fournira une solution au probléeme.

Ce phénoméne de grande variance est malheureusement assez incontournable et, sauf si les Y,

ont une structure particulierement favorable (par exemple une trés faible dispersion naturelle
alors que I’échantillonnage est équiprobable - prenons le cas de I'estimation du revenu moyen des
fonctionnaires d’'un grade donné au sein d’une région), il n’y a pas de miracle a attendre du
contexte : avec peu d’'information, on ne peut pas obtenir une estimation d’'une grande qualité.

Ce discours doit cependant resté modéré et on ne peut pas non plus écarter brutalement la piste
de I'estimation directe : en effet, entre le tout petit domaine et la trés grande population, il y a
tout un dégradé de situations et pour des domaines "pas trop petits", I’estimation directe peut étre
malgré tout adaptée aux objectifs. Cela d’autant qu’il y a deux éléments a prendre en compte :
d’'une part i1l est possible, comme on va le voir, d’améliorer l'estimation directe avec de
I'information auxiliaire pertinente, et d’autre part il faut raisonner en fonction d’objectifs de
précision, lesquels ne sont pas nécessairement trés ambitieux. Aussi, si on ne cherche pas une
tres faible variance mais seulement un ordre de grandeur du parametre, I’estimation directe peut
étre une alternative acceptable.

Parmi les estimateurs directs, on distingue essentiellement :
- L’estimateur classique de Horvitz-Thompson ;

- L’estimateur par la régression, et ses nombreuses variantes.

2 Dont il faudra extraire les seuls répondants !
3 Pour estimer une proportion de 50% avec un tirage aléatoire simple, on obtient avec 1000 répondants une incertitude de
+/- 3 points de pourcentage avec 95 chances sur 100.
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1. L’estimateur de Horvitz-Thompson :
1.1 Estimation du total :

Il consiste a retenir seulement les individus de S, et a conserver les poids d’origine, utilisés,

a
lorsque l'extrapolation porte sur la population tout entiére. Pour estimer un total, la pondération
« primitive » pour de trés nombreux plans de sondage* est égale a l'inverse de la probabilité de
sélection, soit en 'absence de non-réponse :

-~ Yi
Ya = ZE

ies,

Cet estimateur est sans biais du vrai total Y, . Si 'échantillonnage est a probabilités égales et de

taille fixe, on a II; = n/N et donc

- N n, o
a_FéYi_N'F Ya

ou Y, est la moyenne simple des N, valeurs Y; des individus de S,. Ces conditions sont assez

souvent (approximativement) satisfaites quand on tire une enquéte dans I’échantillon-maitre ou
dans TEMEXb5. 11 est important de noter que N, est aléatoire : c’est le hasard qui fixe la valeur de
N, entre 0 et N (techniquement, si le sondage est aléatoire simple, N, suit une loi
hypergéométrique -sinon la loi de N, est trés complexe). S’il y a de la non-réponse totale, on
continue a utiliser les poids (corrigés) des individus de S,. Ainsi, si on a estimé par |§i la

probabilité de réponse (inconnue) R; de i,ona:

R Y,
Ya:;n.ﬁ.

ou I, est I'échantillon de répondants dans a. Cet estimateur est légérement biaisé en toute
généralité parce que la probabilité de réponse vraie est inconnue. Dans le cas ou le tirage est a

probabilités égales et de taille fixe (11, = n/ N ) et que R; est supposé constant (techniquement,

R, suit une loi de Bernoulli), on va estimer R, par le taux de réponse empirique m/n ot m est le

nombre total de répondants, d’ou :

~ N
Ya - HZYI

ier,

Sous la seule condition que I, ne soit pas vide, on peut donc toujours produire un estimateur sans

biais ou peu® biaisé du total sur un domaine (petit ou non). On remarquera - ce qui peut étre tres
appréciable - qu'il n’y a pas besoin de connaitre la taille N, du domaine. Concrétement, il faut

partir des poids sans biais d’origine, corrigés de la non-réponse. S’il y a eu un redressement (par

4 Pas pour tous, néanmoins. Par exemple pour le tirage en deux phases, ce n’est pas vrai.

5 Echantillon-Maitre pour les EXtensions régionales: c’est une base de sondage de logements complémentaire a
Iéchantillon-maitre, qui permet d’augmenter la taille des échantillons régionaux quand on effectue une extension
régionale.

6 On considére ici qu’on parvient a corriger « correctement » la non-réponse, donc & partir d'un modeéle de réponse valide
sur la population du domaine. En pratique, 'estimation des probabilités de réponse s’effectue d’aprés un modéle estimé en
mobilisant 'ensemble de I’échantillon, et on fait ensuite I’hypothése que le comportement est le méme dans le domaine et
dans I'ensemble de la population.
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Calmar, par exemple), on considére les poids calés et on fabrique l'estimateur linéaire
correspondant en se restreignant a I'’échantillon répondant T, .

Du point de vue de la variance, on se trouve confronté aux problémes traditionnels de calcul de
précision, sur lesquels on ne revient pas ici. La non-réponse complique encore davantage les
calculs. En supposant, pour simplifier, qu’il y ait pas de non-réponse, on peut exprimer la vraie

variance de Y, selon :
2

S\ 1 Y, Y,
“’V(Ya):?(.-z)eu M| gy ey b
1]

ou A, ;= I IT; - T1;  (IT; ; est la probabilité de sélection conjointe de 1 et j) et 1, vaut 1 si

I est dans @ et 0 sinon (variable dite "indicatrice" d'appartenance au domaine). Cette expression

permet de voir qu'une faible variance s'obtient concrétement en imposant II; proportionnel a

Y, -1, ce qui est fort difficile a assurer : en effet, Y, -1,_, vaut Y; si | est dans & et O sinon, ce
qui ne permet pas de bénéficier de conditions favorables de proportionnalité. Le cas «idéal »

semble étre celui ot on choisit un systéme de probabilités d’inclusion II; proportionnelles aux

vraies valeurs Y, (cC’est évidemment théorique, puisque les Y; sont inconnus...). Dans ce cas, en

I'absence de non-réponse, Y, = K-n, ot K est la constante de proportionnalité entre Y; et IT;.

On peut vérifier que K est égal a Ya/E(na), c’est-a-dire :
na

Y
E(n,)

Si la variable d'intérét est la constante « 1 », on est dans la cadre de l'estimation de la taille N,

v, -

du domaine, et on retrouve l'estimateur bien connu de N, (voir 5. de I'introduction):

NAa :E'na
n

On identifie bien ici l'origine de la variabilité : c’est la taille aléatoire N,, qui est une cause

« incompressible » de perte d’efficacité. La conclusion est donc que I'estimateur direct habituel
formé a partir des poids de I'enquéte est pénalisé (entre autres) par la variabilité de N, .

L'estimation de variance s’effectue en utilisant un logiciel de calcul de précision, comme par
exemple POULPE. Il n'y a pas de difficulté spécifique aux petits domaines car on constate que

l'expression de variance théorique donnée ci-dessus est I'expression classique ou Y; a été remplacé

par Y;.1,_,. Concrétement, face a un probléme d'estimation de variance sur un domaine a, on va

fabriquer une nouvelle variable Y; -1,_, = Z; et on va estimer la variance de Z Z,/I1; , ce qui est
ies

une procédure classique (on se heurtera certes aux problémes habituels en matiére d’estimation

de variance, mais il s’agit de difficultés directement causées par la complexité de

Iéchantillonnage).

Sion a a faire & un sondage aléatoire simple, on obtient, en supposant N << N

V(\?a)zN:.nil .[s§+\7a2(1— NNaﬂ 1

a

N
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avec Sa2 dispersion vrai des Y,dans a. Cette expression (approchée) est trés instructive : le terme

Na2 rappelle que l'on estime un total et le terme entre crochets fait, comme de tradition,

intervenir la dispersion des Y,. Mais il y a deux remarques encore plus intéressantes a faire.
: . o Ny o .
- Primo, la présence au dénominateur de nW , qui est égal a 'espérance de la variable

aléatoire N, (c’est-a-dire au N, "moyen" attendu) : comme on pouvait s'y attendre - et

cela n'apparait pas si clairement dans (1) lorsqu'il s'agit d'un plan complexe - la
précision varie bien comme l'inverse de la taille de 1'échantillon recoupant le domaine.

Sile domaine est petit, N, / N sera petit et 4 moins d'avoir un échantillon national de
taille N énorme, NN, / N sera probablement insuffisant pour que la variance soit
faible. Par exemple si on considére un département "moyen", N, / N =1%, et si
I'enquéte nationale concerne N =10000 logements on aboutira & une taille "utile"

égale a 100 sur ce département.

- Secundo, le terme entre crochets ne s'annule pas si les Y; sont constants. Cela est
contre intuitif si on attribue la cause d'une variabilité a la seule hétérogénéité des

comportements, mais en la circonstance c'est la variabilité de N, qui contribue a

augmenter la variance de l'estimateur du total.

On peut former l'estimateur sans biais de la variance suivant (si N, est grand devant 1) ,

utilisable pour estimer des intervalles de confiance a 95% pour Y, :
2

V{7, e Nzt e {sﬁ . 75(1—”—;H

na n.—2
N

Le calcul de précision est en sol une question difficile, qui se trouve encore un peu complexifiée
lorsqu'on s'intéresse aux domaines parce qu'ill y a en fait deux concepts concurrents. Outre

I'approche traditionnelle, on peut en effet s'intéresser a la variance conditionnelle a la taille N,

c'est-a-dire que l'on peut chercher & mesurer la variabilité de Y, lorsque l'échantillon S, est

composé de toutes les maniéres possibles, sous la condition express de contenir N, individus, N,
étant la taille constatée lors de 1'enquéte. Lorsqu'on pratique le sondage aléatoire simple, on peut

exprimer ainsi l'espérance et la variance conditionnels de Y, :

~ n, o
E[Ya|na]: N 'FYa

- n [, N |S2
(% [ )

a a

Ces expressions découlent d'un résultat technique remarquable (qui ne se généralise pas lorsque
I'échantillonnage n’est plus aléatoire simple) : lorsqu'on conditionne par N, tout se passe comme

si on pratiquait un sondage aléatoire simple de taille N, dans une population de taille N, . Dans

cette optique, Y, apparait biaisé, puisque Y, = N, Y_a mais

Nl N,
n
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La variance, dans ce contexte précis, est inadaptée au calcul d’intervalles de confiance parce
quelle apparait comme fonction croissante de N, dés lors que N, <N, / 2. Malgré ces

imperfections, la notion de qualité conditionnelle doit étre considérée avec l'attention qu’elle
mérite, car il y a du bon sens a juger que la qualité d'une estimation est liée au N, constaté plutét

qu'au N, attendu : si on attend en moyenne 100 interviews dans un département, mais que par

malchance il y ait seulement 20 logements tirés dans ce département, on peut penser que la
qualité finale sera celle d’'une enquéte de taille 20 - et non celle d'une enquéte de taille 100 !

. ;s ;. , .. e . . . 2
Du fait du théoréme d’équivalence précédent, on voit immédiatement que la vraie dispersion Sa

est estimée sans biais par la dispersion Sa2 calculée dans I'’échantillon S, . Autrement dit
2 2
E [sa n, ] =S’
D’ot un estimateur sans biais de la variance, utilisable pour estimer des intervalles de confiance

a 95% pour Y, :
2 2
AN N ERRA T
n N, /n

a a

1.2 Estimation de la moyenne :

On rappelle tout d’abord quune proportion est une moyenne, donc l'estimation de toute
proportion rentre dans le cadre de cette partie. On suppose toujours, pour simplifier, qu’il n’y a
pas de non-réponse totale -sinon on repondeére les répondants par I'inverse de leur probabilité de
réponse estimée (le fait que l'on travaille sur des domaines n’ajoute pas de complexité spécifique
en matiére de traitement de la non-réponse). On trouve deux cas de figure :

* CAS 1: on ne connait pas la taille totale N, du domaine :

Dans ces conditions, il faut estimer N, par son estimateur sans biais naturel (généralement celui

de Horvitz-Thompson), soit (voir 1.1)

. 1
Na :ZH

ies,

puis Yia,R =Y,\a/l<|a -

L’estimateur est dit de type "ratio" - ce n'est donc plus l'estimateur de Horvitz-Thompson. On
montre qu'il est biaisé, et que lorsque N est « grand» (ce qui est toujours le cas) son biais

conditionnel est d'ordre de grandeur en 1/ n, , soit :

& — 1
E(\/M|na)—\(a = o(n—J

a

On vérifie également que la variance conditionnelle varie en 1/ n, :

vl )-o[ 2

a
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De ce fait, l'erreur totale (conditionnelle) - ou erreur quadratique moyenne (EQM, voir

EQM (Yia,R|na): o(niJ

a

introduction) - varie en 1/ n,:

~

On retrouve le probléme traditionnel : si @ est petit, N, sera petit et Y,

2r Sera de mauvaise

qualité. Comme dans le cas du total, on peut hésiter entre I'approche conditionnelle et 1'approche

non conditionnelle, mais la nature de la conclusion sur les ordres de grandeur restera la méme.
Cela étant, la ratio s'avére toutes choses égales par ailleurs plus efficace dés lors que Y, varie peu

autour de Y_a Si Y, est constant dans le domaine, égal & Y_a, alors quel que soit 'échantillon il est

~

clair qu’on aura Y, =Y, lerreur quadratique moyenne sera nulle, et on aura donc trouvé

l'estimateur parfait ! C'est un cas de figure avantageux qui ne se présentait pas dans le cas de
l'estimation du total, et qui peut redonner une légitimité a l'estimation directe d'une moyenne

sous condition d'une faible dispersion des Y; au sein du domaine.

Si le tirage est a probabilités égales et de taille fixe, alors

Ya,R = ya
moyenne simple sur les N, individus du domaine. Le cas du sondage aléatoire simple -qui est un

cas particulier de tirage a probabilités égales et de taille fixe- est assez remarquable : en effet, un
théoréme (déja signalé au 1.a.) nous dit qu’en matiére de calcul de biais et de variance, lorsque

le sondage est aléatoire simple et que 'on conditionne par N, , tout se passe comme si

on effectuait un sondage aléatoire simple de taille N, au sein du domaine. De ce

théoréme, 1l découle immédiatement

E(v.)=Y,

SAS

* CAS 2 : on connait la taille totale N, du domaine :

On peut, cette fois, utiliser 1'estimateur classique (de Horvitz Thompson) :
Ya :Ya/Na

Ona E(Y_a ): Y_a1 , donc un estimateur sans biais. Par ailleurs

TARRAREY

a na

A

On obtient un estimateur qui a des propriétés identiques & celles de Y,. En particulier, la

variabilité de N, va entrainer un supplément de variabilité de Y_a par rapport a un

échantillonnage de taille fixe.

Cet estimateur Y, sera a priori moins performant que le ratio Y, ; siles Y; sont peu dispersés,

mais au contraire il sera plus efficace que le ratio si les Y; et les Il, sont & peu prés

proportionnels.
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2. L'estimateur par la régression :

2.1. Formulation générale

Il s'agit d'exploiter de lI'information auxiliaire pour diminuer la variance d'échantillonnage. On
appelle information auxiliaire toute variable définie au niveau individuel, disponible pour chaque
individu de I'échantillon et dont le vrai total défini sur la population d'inférence est connu. On

note X; cette information : a priori, il s'agit d'un vecteur & P composantes (Xi eR p), dont le

vral total Xa sur le domaine a est connu : on note

N,

X, =X

i=1

On considére qu'il existe une liaison de type linéaire multivariée entre Y et les composantes de
X pour tous les individus | de a (et seulement de a : il est clair que ce modéle ne concerne pas
le reste de la population). On la formalise ainsi :

Vi=12,...,N,: Y, =Bl-X +U,

ol BaT = (B;, Ba2 beves Bap) est un vecteur de P coefficients réels inconnus. On prendra le parti de

manipuler des vecteurs colonne, B’ désigne donc le vecteur (ligne) transposé de B . La variable
U, est un résidu d'ajustement, auquel on attache une "variance" qui représente la qualité de la

liaison entre Y, et X, : ce n'est pas traité ici comme une variance de modéle au sens classique de

la statistique mathématique (auquel cas Y; serait aléatoire -et ce n'est pas l'optique retenue),

mais disons que c'est « quelque chose» qui est d'autant plus grand que Y; est susceptible "a
priori" de s'éloigner de B; X;,avec X, fixé (dans un hypothétique exercice de prédiction de Y, on

pourrait parler d'un indicateur quantifiant l'incertitude). Il est vrai que les U; peuvent prendre

n’‘importe quelle valeur, de maniére non contrainte ; cependant I'approche trouve sa logique et se
justifie intuitivement d’autant mieux que les U; sont petits, c’est-a-dire que les X; « expliquent

bien » Y;. On se placera donc naturellement dans ce cas.

. . . u .. . 2 N .
Ainsi, dans lesprit qui vient d’étre donné, si on considére que Var U, = o/, paramétre inconnu,

et quil y a «indépendance » entre les différents U,, alors la matrice de (pseudo) variance du

vecteur des U; s’écrit
U, o 0
U o?
Var| *|=Q= 2
Uy 0 o}

On montre que le "meilleur" vecteur d'ajustement B (meilleur au sens des moindres carrés)?,
défini dans la population du domaine a, est :

i1 O i1 Oj

S TR\ -1 T . . T \
7 On minimise (Y - X B) Q (Y - X B), qui représente une distance entre Y e¢ X B ot Y estle vecteur

colonne des Yi et X T la matrice de taille N X P ot les XT

; constituent les vecteurs ligne.
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Cette expression n’a rien d’aléatoire et doit étre vue comme la solution d’'un probléeme de
géométrie : trouver, dans un sous-espace de R™* a P dimensions, le vecteur qui soit « au plus

proche » du vecteur Y .

S’agissant d’'un ratio de deux sommes inconnues, on l'estime a partir des données collectées sur

Sa selon :

ies,

-1
T
é_lexl ZXIYI
a I ~2 ~2
i0i ies, 11i0j

ou 5'i2 est un estimateur de O'iz. En pratique, on rencontre deux cas de figure : ou bien O'i2 est
constant, ou bien il n’y a qu’une variable explicative X, €RR et O'i2 est proportionnel & X;, soit

2 2
o =0"-X,.

Dans le premier cas (que I'on appellera « cas de la régression »), on obtient

Py
éaz ZXII_IXI . zﬂ , s0it éaeRP

ies, i ies, i

Dans le second cas (que 'on appellera « cas du ratio »), on obtient :

v/

éa=igsa—= YAa , s0it éaER
DX X,

L’estimateur par la régression du total Y, est défini par :

= o aT =
YReg,a _Ya + Ba '(Xa - Xa)
Dans le cas du ratio, on trouve :
~ Y
— a
YReg,a - Xa R
Xa

qui est 'estimateur classique dit « par le ratio ».

L’estimateur par la régression a un biais qui varie en ]/ N, , donc négligeable si N, et grand (en
revanche son biais peut étre substantiel si N, est petit, c’est-a-dire si on travaille sur de tout

petits domaines). On ne sait pas exprimer son biais ni sa variance lorsque N, est petit. Il n’existe

évidemment pas de seuil indiscutable en de¢a duquel le biais est négligeable, mais en ordre de
grandeur il s’agit de plusieurs dizaines d’individus -mettons que si N, dépasse 100 il n’y a pas

trop a se soucier du biais.

Cest en considérant la variance d’échantillonnage de Yg,, , que 'on mesure bien 'avantage de cet
estimateur. En effet, on montre que si N, est « grand» - en cela il faut comprendre que I'on se

situe dans les conditions de biais négligeable, donc N, atteignant plusieurs dizaine d’individus -

alors :
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ou (rappel) U, =Y, — BaT - X;. Ainsi, la variance de l'estimateur par la régression est (presque)
égale a celle de l'estimateur classique du total d’'une variable U, définie comme le résidu de la

régression linéaire de Y, sur X,. Si le vecteur d’informations auxiliaires X, explique bien la

variable d’intérét Y., les résidus U. seront numériquement petits, et donc mécaniquement la
i’ )

1
variance sera faible. Dans tous les cas, plan complexe ou pas, la variance varie en 1/ n, : dans

Perreur totale, la variance prédomine donc (rappel : I'erreur quadratique moyenne est égale a la
variance plus le carré du biais).

A

Si le tirage est aléatoire simple, la variance de Y conditionnelle a N, s’exprime selon :

Reg,a

~ N-n, ’ n, | 1
i< -
R A
0SS, = > U, -u t U,=— > U,
ou U,a Na—l ;(I a) e a Na — i

Si on connait N._, alors il faut inclure la variable qui vaut « 1» partout dans le vecteur de

a’

régresseurs X, (par construction, cette variable auxiliaire est toujours disponible, mais il faut
connaitre son vrai total dans le domaine - soit N, - pour pouvoir la prendre en compte dans

. » . . . .o . 2
I'estimateur par la régression). Dans ces conditions, on peut simplifier I'expression de S, (cest

également vrai dans le cas du ratio puisque la somme des résidus est nulle) :

2 1 - 2
§2 ——= Sy
U,a Na _1§ i

On peut en tirer immédiatement deux remarques :
- La variance varie en l/ N, : si le domaine est de petite taille, on peut s’attendre a une
variance assez grande ;
- La variance reste directement liée a I'importance numérique des résidus U, : si ces

résidus sont petits, 'estimateur gagnera en efficacité. De petits résidus s’obtiennent en
choisissant des variables X trés explicatives.

Un autre résultat fondamental doit étre rappelé : la performance d’'un estimateur issu d'un calage
(par exemple par CALMAR) sur X est, toujours pour N, grand, identique a celle de l'estimateur

par la régression sur X . Il ressort de tout cela que dans un domaine petit « mais pas trop », c’est-
a-dire ou N, atteint par exemple une cinquantaine d'individus, un calage peut permettre de
produire une estimation acceptable, mais seulement s’il porte sur des informations auxiliaires
tout particuliérement explicatives de la variable d’intérét Y . Si la taille N, est vraiment petite,

ou si on n’a pas une confiance absolue dans I'apport du calage, on obtiendra une estimation Yg,, ,

de mauvaise qualité.
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Cela étant, si la constante « 1 » fait partie du vecteur X; (ou s’avére étre combinaison linéaire des

composantes de X; ), on peut montrer que 'on a toujours?
S3.<S:

si bien que l'estimateur par la régression est systématiquement (toujours sous condition que N,

soit « grand ») meilleur que l'estimateur de Horvitz-Thompson, méme si le (pseudo) modele de
liaison entre X et Y donne lieu a des résidus U, trés grands (c’est-a-dire méme si Y est

extrémement mal expliquée par les composantes de X ) !!!

Dans ce cas, 'estimateur (Iégerement biaisé) de la variance s’obtient selon :

~f N.n, ? n, 11 1 ~
V(YReg’a|na):( n ] . 1_N n, n —1-Zuiz

ot U, =Y, - Bl X,

On notera que dans les deux cas habituels qui ont été cités, soit :
. 2 . . . .
- les variances O sont constantes et la constante fait partie des régresseurs ou s’écrit
comme combinaison linéaire des régresseurs

. 2 . N : 7
ou - lesvariances O] sont proportionnelles a X;, variable réelle,

s oo _
ona Y, =B, - X, soit
~ Na

YReg,a = é; : Xa ZZ(é; ’ XI)

i=1

L’estimateur par la régression est donc égal a la somme des prédicteurs optimums relatifs aux

N

, individus du domaine.
Pour estimer concrétement la variance d’'un estimateur par la régression -ou d'un estimateur issu
d'un calage- des lors que N, est «assez grand», il faut et il suffit de disposer d’'un logiciel de

calcul de variance et de travailler sur des variables individuelles égales aux résidus estimés

lji :Yi _égxi

A

Pour terminer, revenons sur le probléme du biais de Yg,, , dans le cas ol N, est petit. Il existe

une alternative pour échapper a ce biais, mais au prix d’'une augmentation de variance : comme
on chercher a éviter les grandes variances, cette piste risque bien de n’étre qu'un leurre, aussi il
n’est pas du tout évident qu’elle soit intéressante. Nous la signalons tout de méme pour étre
complet. La méthode consiste tout simplement a utiliser 'estimateur par la régression construit a

partir de I'ensemble de I’échantillon et appliqué a la variable d’intérét Z, =Y, -1,_,, variable qui

ea’
vaut donc Y, si i €a et 0 sinon.

7 4B (X =X)=Y, +BT.(X - X)

~

Y

Reg,a
ou Z et X sont les estimateurs de Horvitz-Thompson élaborés & partir de S et

XX\ ([« XZ,
=270 ) 12

ies i ies i

L, . 2 2 2 . . . . . .
8 Plus exactement, on peut écrire SU a = (1 -R )Sa ott R est un coefficient dit « de détermination ».
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On remarquera que Z =Y, . Il s’agit de I'estimateur classique par la régression, qui estime le vrai

total des Z, sur la population entiére, c'est-a-dire par construction le vrai total des Y, sur le

domaine. Il a un biais négligeable dés que la taille totale de I'échantillon N est grande : cette fois,

il s’agit bien de la taille totale et non plus de N, . On est donc assuré en pratique de 'absence de
biais, méme si N, est extrémement petit. En revanche, la variance est liée a 'importance des

résidus Z, —B' - X,

i 1 or ceux-ci risquent bien d’étre fortement négatifs puisquil y a une

accumulation de valeurs zéro pour Z; (pour tous les individus hors du domaine). On est donc
dans une situation ou la qualité de la relation linéaire entre les Z; etles X, peut étre mauvaise

(résidus forts, donc grande dispersion), méme siles X, expliquent bien les Y,.

2.2 Formulations spécifiques :

L’expression la plus «célebre» de l'estimateur par la régression est probablement celle qui
correspond au modele suivant, pour tout I du domaine a :

H
Y, =Zﬂ’ah L, +U;
h=1

avec Var (Ui) = O'ﬁ sileh. Les /1ah (h varie de 1 & H) sont des réels inconnus caractéristiques

de sous-populations clairement identifiées formant une partition du domaine, et les H variables
auxiliaires (lieh) sont les indicateurs d’appartenance a4 ces H sous-populations : ainsi, pour tout

I et pour tout h, 1, vaut 1 si i€h et O sinon. Autrement dit, le modele est: Y; =4, +U,

lorsque | est dans h.On a, pour tout I de 1a N, :

Zlieh =1

H
h=1

Par analogie, on note N, la taille de I'’échantillon recoupant a la fois le domaine a et la catégorie

h. On note, pour tout h

Ainsi, N, représente la taille de la sous-population h qui recoupe le domaine a.

Ce modeéle peut aussi s’écrire sous forme matricielle, en posant :

B; :(/71'/12’---J*H)
et XiT :(liel’lid""’lieH)

Si pour tout h on a Ny, >0, on vérifie trés facilement que :

zYi /Hi

ies, ~

~ ; Y s
Vh ﬂ, = IEh— = ,\ah = Y
ah Z]/Hl Nah ah
iel’?
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N

A, est estimateur naturel de la moyenne Y_ah dans la population h qui recoupe a. Alors on est

dans les conditions ou on peut écrire

>

a

n N
YReg,a = z

i=1 h=l

ziah 1 = z Ny - Ya

1 ah

2>

H H
h h=

Cet estimateur est connu sous le nom d’estimateur post-stratifié. Il permet un calage sur les
valeurs N . Les conditions d’utilisation sont cependant un peu contraignantes en ce sens ou il

faut Ny, >0 pour pouvoir estimer A, . Cela n’est pas une condition évidente si le domaine a est

de petite taille et si H est « assez grand ».

Si la population n’est pas découpée en catégories (H = 1) alors YReg'a =N,- Na

A

H
Dans le cas du sondage aléatoire simple, on obtient Yreg,a ZZN an* Yan» 00 Y,, désigne la
h=1

moyenne simple dans Saﬂh et sa variance conditionnelle vaut approximativement (N,

« grand ») :

vy,

Reg,a

N
)= N3 1ot |1y Ses

o2 1 Nan SV
ou Sah - Z( i Yah)

Nah -1 i=1
représente la dispersion naturelle des Y; dans la sous-population h qui recoupe le domaine a. La

dispersion des résidus est devenue ici une moyenne pondérée des dispersions des Y; a l'intérieur

de chacune des sous-populations (au sein du domaine, toujours). Si Y, prend des valeurs

caractéristiques des différentes sous-populations impliquées, cest-a-dire si les Y,

i sont peu

dispersés au sein de chaque sous-population (recoupant le domaine), 'estimateur précédent sera

efficace. L'idéal est constitué par des Y; constants dans chaque sous-population : imaginons le cas

ou Y, vaut & si | est un homme (h=1)et f si i est une femme (h=2). Alors

YazNal'a—'—Naz'ﬂ

Za/ni

ies,

. ~ i homme
Or on aura toujours O=———=«
2
ies,
i homme
et de méme p=p.

Donc finalement Y, = N &+ N,,3 =Y, et cela quel que soit 'échantillon tiré : I'estimateur est

donc parfait dans ce cas (évidemment extréme).
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Le modele précédent peut étre enrichi (et donc généralisé) si on dispose, non plus nécessairement
des tailles de sous-population N, , mais de « vrais » totaux X, définis & partir d'une variable

auxiliaire X, non constante. Il arrive que dans ces conditions, on postule un modeéle de

proportionnalité entre Y; et X, en laissant le coefficient de proportionnalité dépendre de la sous-

population et en adoptant 'hypothése ou la variance du résidu est proportionnelle & X;. Cela

donne, pour tout ide a :
H

Y.:Z/Iah (X,1,.,)+V,

h=1
avec Var(U;) = o/ .X, si i € h. On remarquera que la variance des U; fait intervenir des & qui

peuvent varier d’'une sous-population a lautre. Alors on vérifie, toujours sous la contrainte que
N,, > 0 pour tout h,

Ho . H
Donc Regaz Z/l (X1, ZZX

Si X, =1, on retrouve évidemment l'estimateur post-stratifié. Cet estimateur est une somme
d’estimateurs de type ratio, qui cale sur les H valeurs X, . Il est recommandable si, au sein de

chaque sous-population, il y a une proportionnalité « suffisamment forte » entre X et Y (dans le
cas contraire, il peut étre de qualité médiocre).

3. L'estimateur par calage

Il g’agit de voir dans quelle mesure un calage peut améliorer la qualité d’'un estimateur direct : a
priori, on part de lestimateur de Horvitz-Thompson et on détermine de nouveaux poids qui
permettent d’estimer parfaitement bien certains totaux connus®. I estimateur par la régression,
abordé dans la partie précédente, est un cas particulier d’estimateur par calage. Il y a deux facons
de concevoir le calage :

e Soit on cale sur des totaux (structures en effectifs pour des variables qualitatives
auxiliaires, vrais totaux pour des variables quantitatives) obtenus au niveau de la
population tout entiére, et on utilise ensuite les poids calés en se restreignant aux
individus du domaine (exactement comme on le fait au 1.1 avec les poids bruts sans biais).

e Soit on se retreint d’emblée aux individus du domaine et on cale sur des marges calculées
au niveau du domaine.

On peut d’ailleurs mixer les contextes, et se caler a la fois sur des totaux « nationaux » et sur des
totaux « locaux » (il suffit de travailler avec les bonnes variables en utilisant judicieusement des
variables indicatrices d’appartenance au domaine).

Le premier contexte est a priori peu efficace: la qualité d'un estimateur calé est en effet
étroitement liée aux valeurs des résidus de la régression de la variable d’intérét sur les variables

auxiliaires de calage. Or, la variable d’intérét intervenant dans les résidus n’est plus Y, mais

Y,-1_, ou 1,_,est la variable indicatrice d’appartenance au domaine. Ces conditions sont

9 Pour en savoir plus sur le calage, voir un ouvrage généraliste sur les sondages et/ou la documentation utilisateur
Calmar sur le site Web de I'Insee.
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défavorables a la qualité de la régression parce qu’il y a une forte concentration de valeurs
expliquées égales a 0, et donc des résidus extrémement dispersés, par construction. Il faut donc
s'attendre a ce que l'amélioration de variance soit faible, voire inexistante (on peut méme
imaginer une dégradation de la qualité avec des enquétes a probabilités fortement inégales). Une
illustration concréte de ce phénomene concerne 'enquéte « Emploi en continu» : voir l'article
(« Calcul de précision dans lenquéte emploi en continu», P. Ardilly, G. Osier, Actes des JMS
2004). D’ailleurs, la pratique d’un logiciel comme Calmar laisse percevoir ce risque : on sait que le
logiciel distord certains poids de maniére importante et imprévisible pour parvenir a satisfaire les
équations de calage. Aussi, si le domaine est petit, on peut tres facilement imaginer que les poids
calés de quelques individus échantillonnés du domaine soient suffisamment éloignés de leurs
poids d’origine pour que l'estimation d’ensemble soit fortement modifiée. Notez que l'estimateur
calé obtenu avec cette méthode utilise I'ensemble de I'information auxiliaire sur I’ensemble de la
population, donc bien au-dela de a. De ce fait, il ne s’agit pas d'un estimateur direct.

Le second contexte est beaucoup plus sympathique, parce qu’il correspond aux conditions
« habituelles » du calage et qu’il permet ainsi de tirer profit des ajustements sur des variables
bien corrélées a la variable d’intérét. En effet, les poids d’origine sont sans biais si on se restreint

N

a S, et les vrais totaux sur lesquels on se cale concernent bien la population d’inférence associée

a S,, soit . Mais il y a deux obstacles majeurs : d'une part il faut que la taille de I’échantillon

N, ne soit « pas trop petite» (faute de quoi la théorie perd ses fondements - en particulier on
récupere un biais incontrélé), et d’autre part - et surtout - il faut évidemment disposer de marges
ou de totaux au niveau du domaine, ce qui est en pratique une situation rare lorsqu’'on veut se

caler sur une information actualisée’®. Un calage sur une seule variable X va nous ramener
exactement aux conditions de 'estimateur par la régression du 2.1.

Les calages peuvent certes améliorer de maniére trés sensible la qualité des estimateurs. Cela
étant, on ne peut pas leur demander d’éponger toutes les « insuffisances » du plan de sondage

initial : si la taille d’échantillon N, est petite, le miracle ne se produira pas et le calage ne suffira

pas a sauver la mise...

10 Echappatoire : on peut toujours se caler sur des informations anciennes, par exemple issues d'un recensement.
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Estimation indirecte avec modélisation implicite

1. Principe de base de cette approche.

Tous les estimateurs directs (partie précédente) ont des variances qui évoluent en 1/ n, -y

compris l'estimateur par la régression dans les cas, pourtant trés favorables, ou le (pseudo)
modele reflete bien la réalité. Cette propriété est source d'une imprécision souvent inacceptable,

car si le domaine est de petite taille (N, petit), N, sera (trop) petit et la variance sera (trop)

grande. L'idée générale qui justifie toutes les méthodes de ce chapitre consiste a postuler une
égalité entre un paramétre défini sur le domaine et le paramétre de méme nature
défini cette fois sur la population globale. L’'exemple le plus simple consiste a croire que la
vraie moyenne sur la population compléte coincide avec la vraie moyenne sur le domaine. Estimer
la moyenne sur le domaine revient alors a estimer la moyenne sur la population entiére. Or
lestimateur de la moyenne globale peut-étre considéré a priori comme fiable si la taille de
I’échantillon global N est grande (dans toute la suite, on considérera effectivement que N est
grand). Cette condition est toujours réalisée en pratique, si bien que le probléme de la variance
est réglé. Bien évidemment, il y a une contrepartie a ce type d’hypothese : si elle est fausse (ce qui
est probablement le cas, en toute rigueur...) il y aura un biais de I'estimateur, car cet estimateur
sera en moyenne égal au parameétre défini sur la population, et non plus au parametre défini sur
le domaine. Sur le plan stratégique, toute la question se ramene donc a un probléme de vases
communicants : préfére-t-on peu de variance et un risque de biais ou au contraire plus de
variance en I'absence de biais ?

L’aspect pratique peut se heurter a un obstacle majeur, qui est celui de la disponibilité

une information auxiliaire pertinente. En effet, le secret d'une bonne estimation sur petits
d’ fi t 1 t te. En effet, 1 td’ b t t petit
domaines réside en grande partie dans l'utilisation intelligente d’'une information externe, pour
une simple raison de bon sens: dans un processus d’estimation, lorsque le contexte initial est
pauvre en information, on ne peut (évidemment) pas créer de la précision ex nihilo, il faut bien
aller chercher « en dehors de I'enquéte » ce que le processus de collecte initial n’a pas été capable
d’apporter par lui-méme! Cest pourquoi on a déja parcouru une grande partie du chemin
lorsqu’on est parvenu a rassembler 'information auxiliaire adéquate. Cela crée deux difficultés :
d’'une part il faut que l'information explicative existe effectivement, et d’autre part il faut des
moyens humains experts pour l'exploiter de maniére pertinente. Le premier aspect ne va pas de
sol: dans le domaine socio-démographique par exemple, les sources externes susceptibles de
donner une information « exacte » sur des petits domaines ne sont pas si nombreuses. On pense
essentiellement au recensement, mais il comporte peu de variables et comme il s’agit désormais
d’enquétes par sondage, on perd le caractére exhaustif et on ne peut plus le mobiliser a n’importe
quel niveaul!l. Le second aspect renvoie aux moyens d’étude, parce que la pertinence du modele
dépendra étroitement de la connaissance que le statisticien aura du phénomeéne étudié. Il faut
donc que ce dernier maitrise a la fois les aspects explicatifs du phénomeéne et les aspects
techniques de I'estimation.

11 Par exemple au niveau régional il ne devrait pas y avoir de probléme, au niveau d’'une grosse agglomération non plus.
Mais au niveau départemental par exemple, dans une zone d’emploi ou sur une agglomération « moyenne », c’est beaucoup
plus discutable.
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2. L’estimation synthétique.

2.1. En Pabsence d’information auxiliaire.

Il s’agit du cas ou on ne connait aucun vrai total sur le petit domaine a, sauf éventuellement sa

taille N, . Un estimateur envisageable de la moyenne Y_a est

A

Y o =

a,SYN

Y
N

'<|)

R Y, - 1
ouY = ZH—' et N = ZH . On notera bien que les sommations portent sur I'échantillon S
ies i ies i

dans son ensemble (et non plus sur S, ).

Cet estimateur est dit de type « synthétique ». Il peut étre calculé pour des domaines de taille
aussi petite que l'on veut: il conserve d’ailleurs tout son sens si N, =0. Evidemment, il est

particuliérement « brutal» en ce sens ou il ne permet pas de traduire la moindre spécificité
locale : §’1l y a plusieurs domaines étudiés, 'estimation diffusée sera la méme partout.

On rappelle que Y représente l'estimateur classique de la vraie moyenne Y définie sur
I'ensemble de la population (estimateur de type « ratio »). Comme N est grand, on a :

E(Yi)z Y
et donc

BIAIS = E(Y;YN )—Ya ~Y -V,

On voit apparaitre tres clairement 'hypothése a formuler pour éviter le biais :

Y. =Y 1)

a

~

C’est le modéle implicite qui sous tend l'utilisation de Y_a,SYN . Cette condition, portant directement

sur les paramétres, peut aussi résulter d’'une logique qui considére que tous les Y, sont des

réalisations mutuellement indépendantes d’'une variable aléatoire suivant une loi donnée
(quelconque). Sion appelle 1 Pespérance de cette loi, on aurait donc E(Yi ) = u pour tout I de la
population, que I'individu soit ou non dans le domaine. C’est une hypothése équivalente que 'on
fait trés souvent quand on pratique I'imputation pour corriger la non-réponse partielle, c’est-a-
dire qu'on considére que les répondants et les non-répondants ont des comportements
semblables!?. Et bien, dans le cas présent, il s’agit de nouveau de cette philosophie, on considere
que les individus du domaine et ceux qui n’y sont pas ont un comportement de méme nature. On
formalise ainsi :

Yi = u+g
ou € est une variable aléatoire d’espérance nulle. Par la loi des grands nombres'?, appliquée

deux fois :

Na
Y, =Ni2\(i ~E[Y,|ical=EY, =uz%iYi =Y
i=1

a i=1l

12 On parle alors de mécanisme de réponse ignorable.

13 Méme pour un petit domaine, on considérera N 4 comme grand.
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ou l'espérance E doit étre ici comprise par rapport a la loi des Y;. Notez que par hypothése,

l'espérance conditionnelle au fait que isoit dans le domaine est la méme que l'espérance de Y
pour tout individu de la population : autrement dit, les individus du domaine ne présentent pas
de spécificité liée a Y.

Dans ces conditions, 'erreur quadratique moyenne est

EQM asm v! V) o+ (v, Y)

varie en 1/n ne depend pas de n

On peut penser, si N est grand et si le modéle (1) est correct (c’est surtout cette seconde
condition qui en pratique est cruciale), que cette erreur sera inférieure a celle des

estimateurs directs (qui varie en l/na ).

Si on pratique un sondage aléatoire simple et si on néglige tous les taux de sondage devant 1, les

formules se simplifient : Y_a‘sYN est égal a Y, moyenne simple calculé sur I'ensemble des individus

de S et

) EQM [T, )= S+ (7, ¥

i EQUY,, - E[%J'Sj “E,)

a

N

ou Y_aR est l'estimateur direct % rencontré au 1.2 du chapitre précédent. et J, est un
a

coefficient complexe. On peut ainsi visualiser les avantages et les inconvénients offerts par
chaque estimateur. On peut en particulier illustrer le dilemme par le graphique suivant, qui
représente les évolutions des EQM des deux estimateurs respectifs en fonction de N (pour

lestimateur synthétique -courbe notée SYN ) et de N, (pour l'estimateur direct -courbe notée

DIR).

-y or | S
y=x
eom(.) i
M | E(n, )=k, -n
|
A N7 70 NG
EQMQ&SVN) | |
. i SYN
_____ :_________ ____:__ ——
Biai{ | | DIR
L ! > netE(n,)
n n

Lecture du graphique : pour un N donné, on en déduit E(na) (puisqu’on a une relation du type
E(na): k,-n, avec Kk, = Na/N ), que l'on peut reporter sur 'axe des abscisses grice a une

diagonale (y = X). On lit alors directement en ordonnées les erreurs des deux estimateurs.

24 Insee - Actes des Journées de Méthodologie Statistique 2005



Plus le domaine est petit, plus Na -et donc |(a - sera faible, et plus, a N donné, E(na) sera

repoussé vers la gauche. Cela jouera en faveur de Y_a,SYN . Mais plus le biais sera grand, plus la
courbe SYN sera décalée vers le haut par rapport a la courbe DIR : cela jouera, a partir d'un
certain seuil, en faveur de Y_a’R . Pour un biais fixé, on voit bien qu’il existe « quelque part » une

valeur limite N, de la taille N au-dela de laquelle 'estimateur synthétique sera moins bon que
Pestimateur direct, et en deca de laquelle, au contraire, il vaut mieux utiliser I'estimateur
synthétique (N, serait nettement a droite sur l'axe des abscisses, en dehors de la figure ci-
dessus!). Cette valeur N croit si le biais décroit, toutes choses égales par ailleurs (cela se

comprend bien : a la limite, si le biais est nul -ce qui constitue la situation idéale- I'estimateur
synthétique est absolument imbattable puisqu’en terme de variance il est indiscutablement le

meilleur). De méme N croit si ka diminue, c’est-a-dire si le domaine est de plus en plus petit. La

encore il y a une logique : imaginons K, trés grand, proche par conséquent de 1, on a alors

a
E(na): N, et I'estimateur synthétique est systématiquement battu puisque les variances des

deux estimateurs sont (& peu prés) les mémes mais l'estimateur synthétique reste pénalisé par
son biais.

Evidemment, la grande question que I'on se pose dans ce contexte est : peut-on évaluer le biais
de l'estimateur synthétique afin de pouvoir faire 'arbitrage en connaissance de cause ? La
réponse générale a cette question est clairement NON : a priori, on ne peut pas évaluer le biais de

Ya,SYN’ SAUF si on dispose d'une source externe qui permet d’estimer précisément Y_a Cette

conclusion tient a deux remarques de simple bon sens. D’'une part, si le biais était estimable, on
corrigerait Y, g, en lui soustrayant cette estimation, et on travaillerait seulement & partir

d’estimateurs sans biais : on ne manipulerait plus que des estimateurs synthétiques corrigés, ce
qui n’est manifestement pas le cas... D’autre part et surtout, si un tel biais était estimable, on se
demande bien a partir de quoi on pourrait en obtenir une estimation : d'une maniére ou d’une

autre, il faut bien passer par une estimation de Y_a ... et C’est justement ce que 'on ne peut pas
faire de facon fiable. Donc le serpent se mord la queue ! L’espoir réside en fait dans l'utilisation
d’'une autre source qui, elle, fournirait les conditions adéquates pour estimer Y_a, autrement dit 1l
faudrait, soit un fichier administratif soit une enquéte localisée de grande taille pour pouvoir
faire confiance a un estimateur direct de Y_a - auquel cas autant utiliser directement cette source

a la place de I'enquéte, dont I'intérét devient fort discutable. C’est pourquoi, dans de nombreux
cas, 'estimation sur des petits domaines résulte d'un acte de foi.

Il y a néanmoins un espoir d’obtenir, dans certaines circonstances, une appréciation de I'ampleur
du biais. Cela est possible si un recensement (ou une enquéte de trés grosse taille) fournit le vrai

total Z, sur le domaine @ d’une variable Z (en général multivariée) reliée & Y par une relation
que l'on maitrise (en général linéaire), et que par ailleurs on estime ce total par Z, selon la
technique « petit domaine» (Z est présent dans la base de sondage de l'enquéte, ou tout

simplement collecté par voie de questionnaire). On peut alors constater le biais Z, —Z_ et en

déduire’ un ordre de grandeur du biais Y, —Y,. Cette technique ne permet en effet que de

déplacer la difficulté, parce qu'elle n’a de sens que si on dispose d’une liaison fiable entre Y et Z
et que cette liaison est valable sur 'ensemble de la population

14 Si la liaison est linéaire (ce sera presque toujours le cas), le calcul est immédiat, sinon on utilise un développement

limité - sauf si N 4 est vraiment tout petit.
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L’estimateur du total Y,, dans cette optique apparaitra plus sympathique si on connait la vraie

taille N, . Dans ce cas :

~

Y =N,Y

a,SYN a a,SYN

~

< 1
on pourra l'estimer par N, = Z—, qui est sans biais et dont la

ies, i

Si on ne connait pas N,

variance s’exprime en 1/ N (et non en 1/ N, ce qui est fondamental). Par exemple avec du sondage

aléatoire simple, l\]a = (N/I’])- n,, puis

~ N _
Ya,SYN =Fna "y

A

EQM (Ya’SYN )= fonction de %+ N:(Y_a —Y_)2

Si l'erreur absolue ainsi définie est petite des lors que le modele implicite est exact, on aura en
revanche une mauvaise surprise si on raisonne en terme d’erreur relative (coefficient de variation

-voir introduction) car cette erreur relative sera forte si N, est petit devant N (cas des petits

domaines). Cette faiblesse provient de 'estimation de N, par N,.

Une variante intéressante de toute cette approche consiste & moduler le périmetre de I’échantillon
utile pour construire I'estimateur synthétique: en effet, on peut imaginer, si par exemple le
domaine est un canton ou une agglomération, que le modeéle implicite ne soit pas acceptable
France entiere mais qu’il soit par contre défendable sur une zone géographique « intermédiaire »

A

entre le domaine proprement dit et 'ensemble du territoire couvert. Ainsi, on remplacerait Y

défini France entiére par Y, construit & partir des individus échantillonnés dans le

A

département auquel appartient le domaine, ou par YREG ou ce serait cette fois l'intégralité de

I’échantillon de la région qui serait mobilisée. C’est une question de compromis entre biais et
variance : plus on étend la zone sur laquelle le modele implicite est supposé valide, plus on risque
d’augmenter le biais, mais plus la variance diminue en contrepartie. Le bon équilibre peut
provenir de l'exploitation d’'une source externe si on en dispose... et seulement dune forte
conviction dans la pertinence du modeéle dans le cas contraire !

2.2. En présence d’information auxiliaire.

2.2.1. L’estimateur synthétique de type régression : formulation générale

Nous avons vu au chapitre I qu'en présence d’information auxiliaire, si on s’en tenait a des
estimateurs directs, on avait toutes les chances d’améliorer la précision en utilisant un
estimateur par la régression, exprimé ainsi :

=V, +BI(x,-X,)

Cette formulation s’appuyait sur la liaison entre X, et Y,, que 'on supposait du type

A

Y

Reg,a

Y, = B; X; +U;
pour tout I du domaine a, avec U, petit. Le coefficient B, avait une expression spécifique qui

lui conférait des propriétés d’optimalité. Imaginons maintenant que cette liaison soit valable
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en dehors du domaine, c’est-a-dire en fait sur la population compléte. Le vecteur B, est alors

remplacé par un vecteur B qui doit en étre numériquement proche. Ainsi on distingue

-1

~ & X X & XY,
B,=|> =5 | | D=5 | (rappeD)

i=1  Oj i1 Oj

- = (X XT) (& XY,

estimé par B, et B = Z — . Z AL
i1 O i1 Oj

A

-1
X, - X/ XY,
naturellement estimé par B = Z% . Z >
is O3 11 ies 0 1,

A

Si on revient a I'expression Y, re-écrite ainsi :

Reg,a

Vg = X1B, +(V, -BI - X, )

on peut se dire que si la liaison linéaire postulée au sein du domaine a est effectivement correcte,
le terme YAa - é; >2a doit étre « assez petit », surtout comparativement a XaT éa (le premier est de
la nature d'une somme de résidus, le second est de la nature d’'une somme de Y;). On rappelle que
dans la trés grande majorité des cas concrets, soit O'i2 est constant et la constante fait partie de

X , soit X est une variable réelle et Giz est proportionnelle & X : or, dans I'un ou l'autre de ces

~ ~r O ) .
cas, on peut montrer que Ya — Ba Xa est rigoureusement nul. Donc on peut considérer que YReg a

doit étre proche de X ; B,. Mais cette expression peut étre assez instable (c'est-a-dire que sa
variance d’échantillonnage peut étre grande) a cause de la présence du B, dont la variance

s’exprime en l/ N, (Cest un estimateur construit a partir de 'échantillon S, seulement, donc il a

une qualité en conséquence). Le raisonnement s’achéve en exploitant I’hypothese d’égalité des
« vrais » coefficients de régression, a savoir

5 -8,

ce qui constitue le modéle implicite. Dans ces conditions, on va naturellement estimer Y, par :

~

_YTR
Ya,REGSYN - X B

a

puisque le modéle implicite incite a substituer B a B,. L’estimation va varier avec le domaine

considéré : elle prend donc en compte les spécificités locales (contrairement a 'approche du 2.1),
mais en considérant que ces spécificités sont entierement traduites par les variables auxiliaires.

L. . ¢ ST ¥ L. .
On remarquera que dans les conditions « habituelles», ona Y = B .X , si bien qu'on peut aussi
écrire :

. ~ N~ ~ N
Ya,REGSYN =T. Na +B' Xa—X. Na
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Cest l'estimateur qu’on obtient si on effectue un calage sur les totaux X, a partir de I'ensemble

de I’échantillon S, et aprés une phase préliminaire ou les poids « bruts » di du fichier national

A

=2 . On comparera cette expression avec celle du 2.2.3.

N
L'intérét de cette approche réside dans le fait qu'on travaille sur le fichier national sans faire a
aucun moment de sélection d’individus et qu’elle correspond pratiquement & la mise en ceuvre
d’un programme de calage (comme Calmar par exemple).

ont tous été remplacés par les poids d,.

Comme au 2.1., on peut avoir une vision duale en terme de modélisation des comportements
individuels. Dans ces circonstances, il faut naturellement poser, pour tout | dans la population
(que I'individu soit ou non dans @ ne doit pas avoir d'influence sur la formulation du modele)

Y, =BX, +¢
ou €, est une variable aléatoire centrée, de variance O'i2 . Sur la population compléte comme sur

n'importe quelle sous population, I'estimateur optimum de B (au sens des moindres carrés), non
seulement est sans biais (c’est un résultat fondamental bien connu des statisticiens utilisant des
modéles), mais également converge vers B lorsqu il est calculé sur un grand nombre d’'individus.

Cela est a priori le cas, de maniére certaine pour B mais également pour B dés lors que N, est

grand. On a donc

Le risque est néanmoins réel, méme avec un modele exact, lorsque le domaine a une taille Né1

petite (donc pour les tout petits domaines).
Que peut-on dire sur la qualité de ce nouvel estimateur synthétique ?

Coté biais, on a :

_<

BIAIS = E(x B)-Y, ~ XIB-Y,
X](B-8,)-(r,~xI8,)

Cette expression trés générale s’appuie sur I'égalité (approchée) EB ~ B, qui traduit le caractére
(approximativement) sans biais des coefficients de régression B dés lors que la taille de
I’échantillon total S est grande (ce qui est notre cas - on peut donc, en pratique, utiliser une
égalité). Le biais est donc composé de deux termes :

e Y, - X; B, qui est nul lorsque les variances individuelles sont constantes et que la constante

fait partie du vecteur auxiliaire X - voire apparait comme combinaison linéaire des composantes
de X - OU dés que X est une variable réelle et que les variances individuelles sont
proportionnelles & X . Ces deux cas correspondent a (pratiquement) tous les cas que l'on peut
rencontrer en pratique, si bien qu’abstraction faite de modélisations exceptionnelles, on peut tres
raisonnablement considérer que ce terme est nul.
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. X;(B—Ba): sa valeur est totalement conditionnée par la pertinence de la modélisation

implicite : si on a eu « tort », c’est-a-dire si en réalité B, différe sensiblement de B , le biais de

Pestimateur synthétique de type régression peut étre grand.

Du point de vue de la variance, on aura

A

\Y (Ya’REGSYN )=fonction en 1/n

A

Cette fois, on bénéficie pleinement de la stabilité de B : contrairement & B,, dont on rappelle
que la variance est une fonction de 1/ n,, B sappuie sur I'échantillon S complet et cela va donc
fortement limiter sa variabilité. Finalement,

EQM (YAa'REGSYN )z [X; (g — ga )]2 + fonction de 1/n

~

a comparer aux erreurs quadratiques moyennes de l'estimateur direct Y

.
Rega €t de l'estimateur

synthétique de base Ya,SYN . Graphiquement, on peut caractériser facilement les contextes a partir
du nuage des N points (Xi ,Yi) des individus de la population, dans lequel on a mis en évidence

(points entourés d’'un cercle) les N, individus du domaine a. Le contexte 1 traduit le cas

favorable, le contexte 2 le cas défavorable.

Contte 1 : cas favorableex Contexte 2 : cas défavorable

La question sur l'appréciation a priori de la pertinence du modele se pose exactement comme au
2.1., et la réponse est la méme : seule une source externe permet de juger de I'importance du biais
(donc du risque encouru). En 1'absence de telle source, la question se résume a un acte de foi !

En pratique, comme au 2.1, on examinera avec intérét toute variante consistant a moduler le
périmetre de I'échantillon utile pour appliquer le modeéle, afin de trouver le meilleur compromis
entre biais et variance (si par exemple le domaine est un canton ou une agglomération, on pourra
construire l'estimateur synthétique de type régression sur une zone géographique
« intermédiaire » entre le domaine proprement dit et 'ensemble du territoire couvert).
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2.2.2. Quelques déclinaisons de l'estimateur synthétique de type régression

On a essentiellement deux écritures particuliéres a présenter, correspondant au cas ou X, est un

réel. Elles découlent - de maniére tout a fait paralléle a ce que nous avions vu au 2.2. du chapitre
I - d'une liaison de type :

H
Yi = Z’lh(xilieh)"'ui
h=1
ouVarUu, = O'ﬁ - X, siieh.Cemodéle correspond a un partitionnement de la population

globale en H catégories. Le schéma ci-dessous donne une image visuelle du contexte dans le cas
de deux catégories (hommes et femmes par exemple) :

Y =2, X

Yy ! F FF
F = FEMMES £ F
H = HOMMES FF
F F
FF - FF E
F
i FF F/c i FeF
L e/ FF_F F
| 7S R —— FFAF EF
F F H
/e
FI H Hy
FEF ! Y ST N
B Z 3R HHH Y=A.X
Y. F I HypH 4 H
22— ————= T e T 2= H H
Iy H p H H
Hygml—17"H Hu pyH
H HI H,HH Hi
o - : .
[} ]
XY Y X
Xl X2
Dans ce cadre on a
PRI R ZL
==
Xh ies Hi ies Hi
ieh ieh

: h
Donc, sion pose Z; = X, -1, ,ona

~

~ H ~
Ya,REGSYN = Z; B= ZZ: 'ﬂ“h

Na Na
L —h h . s e
oul, = E Z = E X; = X, . D'ou la premiére déclinaison
i=1 i=1

ieh

Yh
h

R H
Ya,REGSYN = z Xah )
h=1 X

Le modéle implicite sous-jacent est le suivant : pour toute catégorie h,

ica __ieh
SX YK
ieh ieh
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Le schéma précédent est un exemple pour lequel il y aura un biais important.

La seconde déclinaison correspond au cas particulier X, =1 : les totaux des X, sont alors des

tailles de population et on débouche sur

>

=<

Ya,REGSYN = Z N

1

~ H
h=

2>

h

ot N, est l'estimateur de la taille de la sous-population h construit a partir de S et N, est la

vraie taille de la sous-population croisant la catégorie h et le domaine a. Cette expression est
probablement la plus céleébre et la plus utilisée de toutes celles qui permettent I'estimation sur
petits domaines. On parle d’estimateur synthétique de type post-stratifié. La spécificité dun
domaine de taille donnée est donc entiérement traduite par un effet de structure : si le jeu de
variables catégorielles qui permet de définir les catégories h confére & deux domaines a et b de
méme taille les mémes structures, 'estimateur précédent ne les distinguera pas.

Cette expression suggere une mise en ceuvre par un programme de calage. Dans le cas multivarié,
on applique trés facilement cette philosophie en partant du fichier complet et en effectuant un

calage sur les marges relatives au domaine N, en ayant au préalable multiplié tous les poids

individuels par N,/N . Ainsi, on fournit a l'utilisateur final le fichier « national», pondéré de

maniere spécifique pour chaque domaine : par exemple §’1l y a une estimation synthétique par
région administrative, on utilisera 22 fois de suite Calmar, avec a chaque fois le fichier national
en entrée mais 22 tables de marges différentes. On aboutira a 22 jeux de poids différents, mais les
individus in fine pondérés seront toujours les mémes - en l'occurrence 'ensemble des individus
répondants au niveau nationalls,

Si H =1, on retrouve l'estimateur du 2.1. Le modéle implicite associé est le suivant : pour toute
catégorie h

Yan =VYi
autrement dit la moyenne des Y, dans le domaine tout entier est égale a la moyenne des Y; dans
la fraction du domaine qui recoupe la catégorie h. Le schéma ci-dessous pourrait correspondre a

un cas réel, distinguant deux catégories (hommes et femmes par exemple). L’estimateur
synthétique serait biaisé dans ce contexte.

15 Cela pourra poser des problémes lors de la diffusion, car l'utilisateur peu averti ne comprendra pas le contexte ! Dans ce
cas, il faudrait au moins supprimer toute trace d’appartenance géographique dans le fichier, afin primo que l'utilisateur
ne soit pas surpris de traiter des données individuelles relatives & une région autre que la sienne, et secundo qu’il ne
cherche pas a faire une exploitation infra régionale (par exemple départementale) qui aboutirait dans ce contexte a un
non-sens.
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La modélisation individuelle associée a ce modéle implicite est :

Y, =u,+¢€ siieh
C’est un modele traditionnel d’analyse de la variance a un facteur.

Si1'échantillonnage est aléatoire simple, on obtient I'estimateur synthétique de type post-stratifié :

N

H
Ya,REGSYN = Z Nah Y
h=1

ou Y, estla moyenne simple des N, individus tirés (parmi N) qui se retrouvent dans la catégorie

h . Dans ce contexte, I'erreur totale prend une forme assez simple :

PN

H 2 H 1 1
Va2 2 2
EQM (Ya,REGSYN ):{z Nan (Yh ~Yan )} +z Nan| E| — _N_ Sh
h=1 h=1 Ny h
ou Sﬁ désigne la dispersion vraie des Y; dans l'ensemble de la catégorie h. La condition de
qualité se résume en une seule phrase : l'estimateur synthétique sera d'autant meilleur
que, dans chaque catégorie h, les valeurs Y, seront peu dispersées autour de leur

moyenne. Cette régle simple traduit évidemment et de maniére immédiate la condition Sﬁ petit,

mais elle va également créer les conditions pour que lesY,, soient proches des Y, - conditions qui

représentent a priori l'objectif le plus important puisque si N est grand, le risque numérique
proviendra bien davantage du biais que de la variance. Pour le comprendre, il faut partir de la
modélisation individuelle duale: en effet, avoir de faibles dispersions « descriptives» par

catégorie revient a dire que les résidus U; doivent étre proches de zéro, c’est-a-dire que les
. R 2 . A . P .
variances de modele o, doivent étre proches de zéro. Dans ce cas, dans chaque catégorie h,ily

aura peu d’écart entre les moyennes Y, et Y, .

Cette regle de faible variance s’étend bien au modele général du 2.2.1. Sur le plan théorique, c’est
une condition suffisante (mais non nécessaire), mais c’est en pratique une condition quasiment

nécessaire et suffisante, la raison étant que les tailles des petits domaines N, restent limitées et
rendent parfois discutable la qualité de la convergence de B, vers B. Aussi, il est difficile

d’imaginer des situations concrétes ou B = B, mais ot les Y; sont mal expliqués par les X, dont

on dispose : cela est bien str possible, mais ce serait vraisemblablement un effet curieux du
hasard.

32 Insee - Actes des Journées de Méthodologie Statistique 2005



Une variante tout a fait intéressante de l'approche par post-stratification consiste a adapter
EEN . ) M
Y. reesyn de la maniére suivante. Supposons qu'on ne dispose pas des totaux N (aucune source

externe ne permet de les obtenir, en tout cas pas de maniere fiable), mais que l'on ait
suffisamment de connaissance pour croire que la vraie structure N, / N, définie dans le

domaine @ est trés proche de la vraie structure définie sur un domaine D beaucoup plus grand

que aet incluant a. Dans ce cas, on peut utiliser 'enquéte pour estimer la structure Ny, / N

A

N
définie au sein de D puis estimer N, par N,. 2" Comme D est grand, la qualité de

D

l'estimation des structures N, / N sera bonne. L’estimateur finalement obtenue est :

A N

N H
Y _ N N Dh Yh
a,REGSYN — a’ 2 ke
i Np N,

L’'intérét essentiel de cette approche est qu’elle ne nécessite aucune source d’information
auxiliaire : I'enquéte se suffit a elle-méme et permet de construire entierement l'estimateur, si

bien quon peut définir - en théorie - des sous-populations h trés pertinentes pour valider le
modele implicite Y_ah = Y_h . L'inconvénient - de taille - c’est qu’on déplace le probléeme de biais, dont
I'ampleur repose désormais sur la pertinence de 'hypothése N, /N, = N /N, (que 'on ne

peut pas davantage tester qu’avec le modele initial, sauf a s’appuyer sur des éléments provenant
d’autres études).

2.2.3. Un nouvel estimateur corrigeant le biais de 'estimateur synthétique

On T'a vu, le risque associé a Y, pegsyny €St essentiellement celui d’un biais. On a dit aussi quon

n’avait pas les moyens (sauf appel a I'aide d'une source externe) de valider le modeéle implicite :
cela ne signifie pas qu’on ne peut pas estimer le biais (voir 2.3), cela signifie que I'estimation du
biais est trop imprécise pour qu’'on puisse en tirer une conclusion sur la validité du modéle. On

peut donc essayer de soustraire a Ya,REGSYN un estimateur de son biais, ce qui donne (on se place

B,):

X

dans les conditions - quasi-systématiques - ot Y, =

XI1B-X!-(B-8,)

On va donc s’'intéresser au nouvel estimateur :

~

Ya,REGSYN =YAa + éT (Xa - X\a)

~

. 7 7 AT v
soit Ya,REGSYN = Ya,REGSYN + (Ya -B - Xa)

On remarque qu’il s’agit de 'expression de 'estimateur direct par la régression (partie 2.1. du
chapitre I) dans laquelle on a remplacé B, par B. Cet estimateur ne peut pas étre calculé

lorsque N, =0, contrairement & I'estimateur synthétique.

Comme c’était attendu, cet estimateur est sans biais si N est grand (car EB =B, EX, =X, et

EY, =Y,). Coté variance, Y, peaeyy étant égal a la somme de Y, peqeyy » dont la variance évolue en
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A

1/ n, et de (Ya -B' Xa), dont la variance évolue en 1/ N, (c'est l'ordre de grandeur des variances

de X, etde YAa ), on aura

\% (Y:\,REGSYN ) ~V
V

ou Y, =B" X, +U,. Comme U, fait intervenir les individus de S

i 2> on confirme que sa variance

est en l/ N, :on a donc reperdu I'avantage acquis par l'approche synthétique !

Cela étant, les circonstances peuvent amener a préférer Y, posyy @ lestimateur direct par la

régression Y En effet, ce dernier peut avoir un biais fort (voire tres fort) si la taille

a,Reg *

d’échantillon dans le domaine N, est vraiment petite (moins de 30 individus par exemple), c’est-a-

dire dans le cas de tout petits domaines. Dans ces circonstances, Y, pegeyy COnserve un biais nul

ou presque. Mais il faut aussi s'intéresser aux variances respectives de ces deux estimateurs : a
priori, celle de I'estimateur direct devrait étre plus faible parce qu’elle fait intervenir des résidus

construits a partir du coefficient B, , mieux adapté que le B ( qui intervient pour sa part dans les

résidus associés a Y, pegsyn )-

Si on compare cette fois a I'estimateur synthétique, il n’y a espoir de privilégier Y, peceyy que si

on suspecte un biais fort de Y, gegsyn - Ce cas est celui des domaines trés « atypiques ».

En conclusion, 'estimateur Y, proqyy doit étre mis en balance avec ses concurrents plutét dans le

cas ou on a a faire a un domaine a la fois tout petit et tres atypique.

2.2.4. Estimation d’effectifs par la méthode de préservation des structures

On ¢s’'intéresse, dans cette partie, a la problématique suivante. On considére m domaines (de
méme nature) définis dans une population. A une date t, on cherche, dans le domaine a, a

estimer les effectifs vérifiant les modalités U dune variable qualitative X donnée, alors que 'on
dispose :
= Des effectifs, dans chacun des m domaines, qui vérifiaient, & une date antérieure t;, a la

fois la modalité U de X et la modalité V de Z, ou Z est une seconde variable
qualitative. Eventuellement ces effectifs sont estimés, mais avec une trés bonne précision.

= Aladate t -donc au moment de ’enquéte- des estimations fiables des effectifs croisant U
et V, mais seulement sur 'ensemble des m domaines (et non pas sur chaque domaine).

On note Na,uv le nombre d’'individus du domaine @ qui vérifient a la fois la modalité U de X et
la modalité vV de Z, a la date t;. On note M

vérifient a la fois la modalité U de X etla modalité V de Z, ala date t.

aw le nombre d'individus du domaine a qui
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On peut dire que M, actualise N, ,, :le probléme posé est donc bien celui d’'une « mise a jour »

de statistiques sur petits domaine. Par hypothése, on connait les N (ou une estimation de tres

a,uv
bonne qualité), qui sont en pratique issus d'un recensement, ou d'un décompte dans un fichier

administratif. Si on note
m

M',UV :Z:;Ma,uv et Ma,u- :ZMa,uv ’

on dispose par hypothése des estimations M .w €t on cherche a estimer M aue (Uestimateur sera

noté M

a,ue ).
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Une situation concréte pourrait étre la suivante : dans un ensemble de M grandes communes (si
besoin, présentant un certain caractére d’homogénéité) on profite de I'enquéte annuelle de
recensement de I'année t, pour attacher un questionnaire complémentaire qui permette de

collecter des informations X et Z (par exemple il s’agit de questions inhabituelles sur les
déplacements urbains, o X est l'utilisation d’un mode de transport et Z est la possession d’'un
véhicule. Mais Z peut aussi étre une information collectée chaque année, comme la tranche
d’age). Quelques années plus tard, 'année t, on s'intéresse aux nombre d’individus de la
commune a prenant une certaine modalité de X (par exemple se déplacant en vélo). On effectue
alors une enquéte spécifique sur l'ensemble des M communes, de fagcon a avoir une taille
d’échantillon global assez grande, mais avec une taille d’échantillon par commune qui reste
modeste (par exemple 500 questionnaires par commune, si M =10). On cherche a estimer le
nombre d’individus, commune par commune, qui vérifient une modalité quelconque de X (dans

I'exemple, qui se déplacent en vélo). Dans ce contexte, les N, sont des estimateurs communaux

tres fiables (compte tenu de la taille d’échantillon importante dans les grandes communes -c’est la

taille totale de I’échantillon dans la grande commune a qui compte). Et les M sont également

o,uv
fiables parce qu’ils dépendent en qualité de la taille totale de I’échantillon dans 'ensemble des M
communes.

qui soient

La méthode proposée consiste a chercher des effectifs estimés actualisés X,

« proches » des effectifs N d’'origine mais dont la somme sur I'ensemble des M domaines

a,uv

considérés (les communes dans notre exemple) redonne bien les estimateurs globaux M La

ouv*
mesure de proximité fait intervenir une fonction de distance « au choix », la distance du chi—2
étant de ce point de vue un bon critére :

Minimiser Zm:ZZ(Na,W — Xauw )Z/Na,uv

a=l u v

sous contraintes Zxa,uv = M-,uv YU et YV
a

On peut aussi changer le critére de distance et rechercher :

N

Minimiser Zm:zz N, . Log Xa‘w

a=l u v a,uv

A
= IVlo,uv

sous contraintes E X

a

a,uv

Quelle que soit la fonction de distance retenue, La solution est la suivante :

ou N, on peut donc la noter M, . Finalement on forme

a,uv’

m
= z N, - Cette valeur estime M
)

36 Insee - Actes des Journées de Méthodologie Statistique 2005



On vérifie que si M, ,, estime M, ,, sans biais (ce qui est a priori le cas, car 'échantillonnage est

') v

en général congu pour cela) et si, pour tout U et pour tout V :

" ne dépend pas de a

a,uv

~

(en pratique, en dépend peu), alors M est sans biais de M aue- Cet estimateur M est de

a,ue a,ue
type synthétique : en effet, il est construit a partir de données collectées sur d’autres domaines

que a. La condition d’absence de biais s’écrit aussi, pour tout couple de modalités (U,V) :
M _ Na,uv
M., N

a’,uv a’,uv

a,uv

pour tout couple de domaines a et a'. Cela signifie que, pour tout (U,V), I'importance relative
des domaines n’évolue pas (ou évolue peu, en pratique) dans le temps : par exemple si un domaine
a’ est 3 fois plus gros qu'un domaine @ au moment du recensement, cette condition dit qu’il doit
toujours étre 3 fois plus gros que @ au moment de 'enquéte.

Comme dans toute approche de type synthétique, la variance de M aue Sera faible si la taille de

est grande : la variance de M, varie comme

Iéchantillon global concerné par I'estimation M,

m
I'inverse de Z N, . Il est donc intéressant d’avoir M grand.
a=1
Il existe une extension intéressante de cette méthodologie lorsqu'on dispose d'un effectif global

estimé par domaine, soit ici M, . Il s’agit bien ici d’une « simple » estimation démographique,

qui peut étre obtenue par n’importe quel procédé ! Dans 'exemple ci-dessus, M estime la taille

a,ee

de la commune a a la date t (le recensement en fournira une estimation tout a fait satisfaisante).

On peut alors résoudre :

N

Minimiser iz z N,. -Log Xa’uv

a=l u v a,uv

> Xy =M., pour tout (u,v)

a
Z Xa,uv =M a,ee
uVv

sous contraintes

Il n’existe pas de solution analytique, mais on peut résoudre ce probleme par un algorithme
itératif de type « raking ratio ». (Calmar pourrait convenir si la fonction objectif était programmeée
-mais ce n’est pas le cas).

On peut illustrer graphiquement la problématique :

Les données sont représentées par un parallélépipéde dont les axes correspondent aux modalités
des trois variables en jeu, soit X ,Z, et les aires @ : a la date courante, on connait la réalité sur
I'intégralité de la face avant (hachurée) et sur une arréte (en gras), et on cherche a connaitre la
réalité de la face latérale (gris clair), sachant que l'intérieur est entiérement connu, mais a une
date antérieure.
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Dans la littérature, cette méthode est connue sous le nom de SPREE (Structure Preserving
Estimation).

2.3 Le probléme de l'estimation de la qualité des estimateurs
synthétiques.

Nous avons vu en introduction que l'erreur quadratique moyenne (EQM ) constitue l'indicateur

essentiel pour mesurer la qualité d'un estimateur (quel qu'il soit), du moins en terme « absolu »
(en terme relatif, on pourra diviser la racine carrée de 'EQM par l'estimateur synthétique

concerné - on obtient alors le coefficient de variation).

L’EQM est la somme de la variance et du biais au carré. L’estimation de variance ne pose pas ici

un probleme spécifique : elle est certes difficile si I’échantillonnage est complexe, mais ce n’est pas
lié a la taille du domaine. En effet, par construction puisque l'estimateur est synthétique, on se
rameéne de fait a la variance d’'un estimateur construit a partir de I’échantillon complet (les tailles
d’échantillon sont grandes, donc toutes les approximations habituelles sont permises). En
revanche, I'estimation du (carré du) biais pose un vrai probléme.

On peut néanmoins espérer obtenir un ordre de grandeur de ' EQM en utilisant habilement un

estimateur direct (qui est toujours disponible sous la seule condition N, >1). Le processus découle

de I'égalité suivante. Soit Y, un estimateur direct de Y, (peu importe son expression - ce peut

étre l'estimateur de Horvitz-Thompson ou l'estimateur par la régression Y ou une autre

Reg,a
expression) et Y, o, un estimateur synthétique de ce méme Y, (et la encore, peu importe son

expression). On montre facilement que

EéM (YAa,SYN ): (YAa,SYN _YAa )2 +\7(YAa,SYN )_V(YAa,SYN _YAa)

A

constitue un estimateur sans biais de EQM (Ya’SYN) ou \7( ) et EQAM( ) sont des estimateurs
sans biais respectivement de la variance et de 'EQM . A ce stade, si le domaine est « assez
grand » (mettons si N, est de I'ordre de 1 000 ou plus), on peut se satisfaire de cette expression.
Mais sl s’agit d'un petit domaine, il y a un obstacle incontournable, et peut-étre deux obstacles

ou méme trois. Avant de les aborder, on peut déja simplifier 'expression parce que Y, est
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beaucoup plus instable que Y, g . Aussi, la variance de Y, g, —Y, sera (presque) celle de Y,,

laquelle variance sera trés supérieure a celle de Y, g - D’'ott le nouvel estimateur simplifié

EQM (YAa,SYN ): (YAa,SYN _YAa)Z _V(YAa)

Si N, est petit, il est possible que I'on ne sache pas estimer correctement la variance de Y, , parce

que dans certains cas les expressions de variance ne sont manipulables qu'avec de grandes tailles
d’échantillon. C’est le cas par exemple si le tirage est a probabilités inégales (on doit faire appel a
des approximations de variance, qui ne se justifient que dans un cadre « asymptotique »). Mais ce

probléme ne survient pas toujours (avec un sondage aléatoire simple et si Y, est 'estimateur de

~ A

Horvitz-Thompson, il n’y a plus d’obstacle), alors que, dans tous les cas, le terme (Ya’SYN -Y,

sera trés instable a cause de la présence de Y,. Autrement dit, EQM aura systématiquement
une grande variance. Une troisieme difficulté, qui, comme la premiére, ne survient que dans

certaines circonstances, est liée au signe de EQM . On voit bien qu’il peut étre négatif, « par

malchance ». On arrive donc a une conclusion assez décevante : il y a bien moyen de produire une
formule théorique pour estimer la qualité d'un estimateur synthétique quelconque, mais d’une
part il n’est pas du tout sir que l'on parvienne a la mettre en ceuvre, et d’autre part et surtout
elle s’avere de toutes facons elle-méme de qualité médiocre ! Le miracle ne se produit donc pas :
on ne parvient pas a contourner le probléme initial da a la faible quantité d’information dont on
dispose sur le domaine qui nous intéresse.

Sur ce constat, on peut re-appliquer la philosophie de I'estimation synthétique et imaginer que
dans certaines circonstances et avec certaines hypothéses supplémentaires, on puisse, au prix
d’'un biais, limiter la variance. C’est en effet possible si on s’intéresse a M petits domaines (a

varie de 1 & M), sur chacun desquels on dispose des estimateurs Y, et Y, et si on pense que

A

les EQM des estimateurs des moyennes Y, g, ne sont pas trés différentes d'un domaine a

Tautre (on applique cette hypothése a I'estimateur de la moyenne et non pas a l'estimateur du
total, tout simplement pour éliminer l'effet de taille). Si les M petits domaines ne sont en effet
pas trop différents, 'approche se défend (penser a M départements de méme « type » si on veut
estimer un taux de chomage par exemple). Dans ces conditions,
o 1 =~ (s 1& 1 Ao
EQM (Ya,SYN ): N2 EQM (Ya,SYN )z HZ N2 EQM (Ya,SYN )
a

a=1 a

D’ou finalement, pour tout domaine a :

= EQM (Y,\a,SYN )z %i%(ﬁ,w _YAa) _%ii\i(ﬁ)

2
N a a=1

Ce dernier estimateur gagne en stabilité par rapport a la premiére expression, et ce d’autant plus
que M est plus grand. Evidemment, il perd son caractére sans biais en contrepartie. Son
utilisation nécessite également un effort pédagogique puisqu’en cas de diffusion des résultats, on
affichera la méme précision pour tous les estimateurs de tous les petits domaines concernés.
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3. L’estimation composite.
3.1. Principe général

L’estimateur direct YaD (on utilise ici un index D ostensible pour bien rappeler qu’il peut s’agir de

n‘importe quelle expression de type direct) est généralement sans biais ou peu biaisé (attention
néanmoins a ne pas systématiser cette propriété : ce n’est pas vrai avec une estimation classique

de type ratio ou de type régression -comme YReg,a par exemple- dés lors que N, est tout petit)

. . . . " 7 SYN < sy . .
mais de forte variance. A l'inverse, un estimateur synthétique Y, sera biaisé, mais de faible

variance. D’ou l'idée de construire un estimateur d'un nouveau genre, qui soit combinaison
linéaire des deux précédents. On parle alors d’estimateur composite :

Y,\a,COMP = ¢aYAaD + (1 - ¢a )Y,\aSYN

avec ¢a réel compris entre 0 et 1. A priori, ce réel dépend du domaine concerné. Il est choisi par

T'utilisateur. Plus il est proche de 1, plus 'estimateur direct va peser dans la définition de Ya CoMP

(et a I'inverse plus ¢a est proche de 0, plus l'estimation composite aura des caractéristiques

proches de I'estimateur synthétique).
Dans les parties qui suivent, on examine les trois principaux estimateurs composites de la théorie

qui ne font pas appel a de la modélisation explicite (car on verra dans le chapitre suivant que tous
les estimateurs issus d’'un modele explicite sont de type composite).

3.2. L’estimateur composite optimum.

L’objectif est simple : trouver le coefficient ¢a qui minimise 'erreur quadratique moyenne. Si on

mene le calcul en supposant
B2 —Y, - (V3 -y, )<< ENS™ -y, )- (7o -, )

(c’est une condition tres réaliste en pratique, car le terme de gauche est de I'ordre de la covariance
7D 7 SYN . c oA . . .
entre Y, et Y., qui devrait étre relativement faible parce que ces deux estimateurs sont

construits selon des logiques fort différentes), alors on trouve

4,(0PT) =L

(et on a bien ¢, (OPTI)e[01])

avec

Cette expression est théorique et ne peut pas étre calculée exactement : pratiquement, il faut
estimer chaque terme a partir des données d’enquéte, et on verra plus loin quil s’agit la d’'une
vraie difficulté !

Dans ce cas, I'estimateur composite est noté YAa?gg:\AP et on a
£ M(Qopﬂ ) ¢,(OPTI)si ¢ (0F>T|)zl
Q a,COMP a a 2

MIN(EQM (V2] EQM 75 )]~ 1- ¢, (OPTI)si ¢, (OPTI )s%
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De ce fait, ce rapport est toujours supérieur ou égal a 1/2. Donc ' EQM de Ya(,)cpg:vlp sera toujours

au moins égale a la moitié de 'EQM du meilleur des deux estimateurs parmi Y,” et Y. ™, ce

qui limite le gain de qualité de 'estimateur composite optimum. Cependant, il y a un gain effectif
et systématique puisque ce rapport est malgré tout inférieur a 1. De plus, on montre que si,

Max(0,2- 4, (OPTI)-1)< ¢, < Min(1,2¢, (OPTI))

alors

EQM (Y, coe )< Min(EQM 7,2 ) EQM (™)

Pour un ¢, (OPTl) donné, c’est-a-dire pour un ratio F, donné, il y a donc des conditions sur ¢,
pour que l'estimateur composite améliore la qualité de ’estimation par rapport au meilleur des

: 7 D 7 SYN
deux estimateurs Y, et Y, .

Si ¢a ne vérifie pas la double inégalité ci-dessus, 'estimateur composite sera bien mal choisi et on
dégradera la situation par rapport a YaD ou a YaSYN. On peut représenter graphiquement les

situations possibles en portant ¢, (OPT| ) en abscisse et ¢, en ordonnée :

ba

ZONE
. HACHUREE
ou

Y,comp domine
ALAFOIS Y2 et YSYN

> ¢, (OPTI)

La zone hachurée représente la zone de gain (sous-entendu par rapport au meilleur des deux

estimateurs YaD et YaSYN ). Le risque encouru est trés clairement 1ié a la valeur de ¢, (OPTl ) s sl
OPTI ) vaut 1/2, il y a toujours amélioration, mais plus on se rapproche des extrémes 0 et 1,

a
plus lintervalle dans lequel ¢, doit se trouver est petit. On remarquera que la diagonale

P, =¢a(OPT|) se situe intégralement a lintérieur du parallélogramme hachuré (ce qui est

réconfortant et qui confirme ce que I'on savait déja).

On vérifie qu'un estimateur naturel de @, (OPTl ) est

&a(op'n )= M

(YAaD _ Y‘aSYN )2
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ou EQM est une estimation (sans biais) de I'EQM , telle qu'elle a été présentée au 2.3. On

retrouve exactement le méme genre de probléme qu’au 2.3.: la présence de I'estimateur direct
rend cette expression trés instable. Elle peut d’ailleurs étre négative, ou supérieure a 1, auquel
cas lestimateur optimal perd tout son sens. On peut appliquer de nouveau l'idée du moyennage

présentée au 2.3., sous condition de disposer de M petits domaines et de supposer que @, (OPTl )

ne varie « pas trop» d'un domaine a l'autre. Comme cette derniére hypothése est un peu
hasardeuse, on prend des risques... mais on peut toujours calculer

#.(OPTI) = Z¢ (OPTI)

Quant a l'estimation de I'erreur quadratique moyenne de Ya’COMP , on peut reprendre ligne a ligne

le développement du 2.3. : c’est exactement la méme problématique, et il faut au moins utiliser un
estimateur direct pour produire une estimation... instable, hélas.

3.3. Les estimateurs dépendant de la taille de ’échantillon.

I1 g’agit d’'une catégorie d’estimateurs qui n’apparait pas de maniére particulierement naturelle -il
faut bien le reconnaitre. L'idée générale est de trouver un estimateur composite qui coincide avec

I'estimateur direct lorsque la taille d’échantillon N, est « assez grande » : la condition peut porter
sur N, estimateur de Horvitz-Thompson de la taille N, du domaine, soit (rappel)

Z_

|esa

car plus N, est grand, plus N, est grand (a priori, car il y a plus de termes dans la somme). Cela

conduit par exemple a la proposition suivante :

1 siN,>5 N,

ol O est un réel (positif) au choix. Si & =1, on retrouve I'estimateur direct dés lors que
N, >EN, =N,

donc quand l'estimation de N, dépasse la valeur attendue « en moyenne ». On notera que cette

catégorie d’estimateurs ne peut étre envisagée que si on connait N,

Si le sondage est aléatoire simple et si on opte pour O =1, on obtient :
¢ Ya comp = Y

N
N n, .
a COoMP — [ }( (1— F N JY SYN , S1Inon

Cette approche ne semble vraiment intéressante que si N- N, / N est « assez grand », c’est-a-dire

finalement si le domaine n’est pas trop petit. En effet, le critéere qui conduit a 'estimateur direct
ne porte pas sur la valeur « absolue » de N,, mais seulement sur une valeur «relative » (il faut
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comprendre relative a son espérance), si bien qu'on peut in fine retomber sur 'estimateur direct
avec un N, petit (et on sait bien que ce n’est pas souhaitable...). Dans la littérature, on trouve en

particulier la combinaison

YAa,COMP:¢a' éT'Xa"'Ea [YAa_éT)za] +(1_¢a)'(éTxa)
avec ¢, =1 Si NaZNa
A N2
- N, siN, <N,
N

L’estimateur direct s’inspire de I'estimateur corrigé présenté au 2.2.3. (il est bien de « nature »
directe) et 'estimateur synthétique reprend 'expression de base du 2.2.1..
L’estimation de I' EQM peut se faire comme au 2.3.

3.4. Les estimateurs dits « de James-Stein ».

Il g’agit d’'une classe d’estimateurs de type composite permettant d’améliorer la qualité de

. . . . 7D
Pestimateur, en un certain sens. On part d’estimateurs directs Ya des totaux Ya et on suppose

qu’il existe une fonction ¢ telle que la transformation g(YaD), notée 6,, est une variable

aléatoire qui suit une loi normale. On suppose que les conditions permettent d’écrire
E6, = Eg (YaD)z g(Ya): 0,. Si g est linéaire, il n’y a en général pas (trop) de probléme parce
que les estimateurs directs sont sans biais ou peu biaisés dés lors que la taille N, n’est « pas trop

petite». Si § n’est pas linéaire, il faut des tailles N, suffisamment importantes pour assurer

Iégalité, au moins approximativement (par exemple si on s’intéresse a un revenu moyen, on
utilise souvent pour ¢ la fonction logarithme). On note ¥, la variance (d’échantillonnage) de

6, , que 'on suppose connue. On a donc

éa - W(ea'qja)

Les 6, sont mutuellement indépendants (propriété naturelle non contestable). Par ailleurs, et
c’est ce qui fait 'originalité de cette approche, on dispose de valeurs 9; que l'on considére a priori

comme proches des paramétres respectifs 6, (19; est appelé « guess » en anglais). Toute origine

est acceptable : ce peut étre une information totalement externe, ou tirée d'une enquéte passée.
Ce peut étre aussi une estimation a priori construite a partir des résultats de 'enquéte elle-

méme, par exemple en régressant les estimations directes 93 sur un vecteur d’informations

auxiliaires Z, de dimension P, soit
S . n I ALY AV
oo=2p o f=(22)"2"0
avec Z' 2(21,22,...,Zm) est une matrice PxM. Cette méthode, de nature prédictive,

« stabilise » les estimations a priori 9; (d’autant plus que M est grand) puisque le coefficient

[ est calculé a partir de 'ensemble des domaines. La qualité de la prédiction est évidemment

directement dépendante de la pertinence de la liaison linéaire postulée entre Z, et 6, .
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Lorsqu’il n’y a pas de raison de penser que les 6, différent (sensiblement) d'un domaine a l'autre,

une méthode simple et naturelle de construction des @, consiste a choisir p=1et z, =1 (Va) .

Ce choix correspond a une situation tout a fait spécifique ou, de fait, il n’y a pas de spécificité
locale. Ce peut étre aussi le choix le plus naturel (et le plus simple) lorsqu’on ne dispose d’aucune
information auxiliaire. Dans ce cas, pour tout @ de 1l a m :

o_im N
ea_méga

Décidons de retenir le critére de qualité suivant, notant & la vraie valeur & estimer et &
lestimateur considéré :

m 2

R(0,0)=> €@, -0,)

a=1

Cette erreur (R comme Risque) est donc définie comme la somme des erreurs quadratiques
moyennes sur chacun des M domaines considérés. Tous les domaines ont donc la méme

importance. On va, dans un premier temps, considérer que les variances ¥, sont indépendantes
de a (la valeur commune est notée Y'). Cette situation peut se présenter si les tailles
d’échantillon N, sont peu sensibles a a et si la distribution des valeurs individuelles Y n’est pas

trop différente d'un domaine a 'autre. Sur ce dernier point, dans certains contextes, le choix d’'une
transformation (¢ judicieuse peut permettre d’y parvenir. Un bon exemple est celui des

proportions : si le parameétre d’'intérét @, est une proportion P, (ou un effectif), on peut choisir

6.=g(P,)= Arcsin(\/P_a)

ou Arcsin est la fonction réciproque de la fonction sinus (dite « Arc sinus »). Cette transformation
est certes particuliérement exotique, mais il se trouve qu’elle permet de rendre la variance de

0, = g\P, | peu sensible’6 & P, - et cela va donc dans le sens d’'une uniformisation des ¥, . Cette

transformation a également la vertu de rendre plus crédible I'hypothése de normalité de P,, en

particulier lorsque P, se rapproche de 0% ou de 100% (ou 'hypothése est plus fragile, surtout si

N, n’est pas tres grand).

Dans ces conditions, on peut construire les estimateurs dits de James-Stein, selon

éa,JS :‘9; "{J-_Ké—q]](éa _9;)

avec S= i (éa -6; )2

a=1

M—2 siles 8, sont exogénes
et K=

M—p—2 siles G sont issus d’une régression sur Z, (de dimension p).

X
16 Résultat : si X —> @(m, P), et si M est « grand », alors ArCSIN| ,|— | a une variance approximativement égale
m

a1/(4M). Donc P n’apparait pas dans cette variance.
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On remarquera que cela impose une valeur minimale & M, qui vaut 2 dans le cas 1 et p+2 dans
le cas 2 (ce peut donc étre assez contraignant si P est grand -on peut dire aussi qu’a M fixé cela
limite le nombre d’informations auxiliaires mobilisables pour construire 'estimateur a priori).

Cet estimateur :
= est (tres) facile a calculer

= g’écrit aussi

¢?Js ’ éa + (1_ éJS ) 6’;

ou &JS :l_K.\P

(ne dépend pas de a)

Il a donc une allure typique d’estimateur composite. Néanmoins, si on a bien @5 <1, on peut

avoir @5 <0 (ce qui n’est pas trés orthodoxe pour un estimateur composite).
= ala propriété suivante - et c’est bien la son intérét majeur :

R(@,éjs)ﬁ R(H,é), pour tout &.

Cette inégalité signifie que 655 domine l'estimateur direct € a partir duquel il est construit : il

lui est toujours préférable selon le critére de risque retenu (et cela est vrai pour tout &).

On peut commenter 'amélioration de qualité a partir des compléments suivants. Le risque de
référence est celui de 'estimateur direct, soit

R(0.6)= Z e, -o,f :iv(éa): ny
Or on montre : o a1
2
R(0,6, )<my - (=2
(m-2)¥+3.(6, ~0;f
a=1

. . . . . . . 0 . , . .

Ceci permet de juger de I'impact des estimations a priori &, : si on a effectué une estimation a
a

priori trés pertinente, c’est-a-dire si on a pu approcher correctement les 6, (noter que ce n’est

gqu'un pari: en pratique, on ne peut pas savoir si c’est le cas, puisque 6, est inconnu), on aura

m ~

Z(Ha -0; )2 proche de 0, et donc la majoration du risque de 6,5 sera proche de 2'¥. Il y aura
a=1

donc une amélioration notable dés que M > 3, et d’autant plus grande que M est grand.
Avec le critére de risque retenu (ne pas 'oublier...) 'amélioration peut devenir spectaculaire si m
est grand (penser au cas ou les domaines sont les départem