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Introduction

La demande de séries corrigées des variations saisonnieres résulte du fait qu’il est difficile
d’analyser les inflexions de moyen-long terme des séries qui présentent des mouvements réguliers
en termes de fréquences infra-annuelles. Cependant les statisticiens et les économistes ne sont
pas d’accord pour définir ce que doit étre le modeéle ou la famille de modéles qui décrit ces sources
de régularités. En fait, il y trés peu d’études qui modélisent explicitement les composantes
saisonnieéres sur la base d'un modeéle économique et des interactions entre les institutions, les
influences climatiques et biologiques et les pratiques sociales et religieuses des sociétés.

Dans ces circonstances, les statisticiens ont privilégié une approche descriptive en faisant le
constat pragmatique que la difficulté de lecture des séries brutes résultait de la présence de
composantes saisonniéres persistantes qui du fait de la répétition de profils voisins et de grande
amplitude au cours des années cachent les mouvements de moyen-long terme. L’objet de la
correction des variations saisonniéres correspond celui d’éliminer ces composantes saisonniéres
en introduisant les plus faibles distorsions possibles aux autres fréquences. L'exemple le plus
simple de composante saisonniére persistante a la fréquence @ €]0,7] est une courbe

sinusoidale égale a la combinaison linéaire des fonctions déterministes Sin(wt) et cos(wt) . I est

aussi possible de recourir a des processus stochastiques qui oscillent a la fréquence recherchée
mais dont I'amplitude peut varier aléatoirement au cours du temps en combinant des marches
aléatoires complexes a la fréquence @ €]0,7] et leur conjuguée. Le choix de ces formes de

processus est un ingrédient important. Le modéle usuellement retenu suppose que les séries
étudiées peuvent se décomposer en la somme de processus non corrélés, 'un d’entre eux générant
le profil saisonnier. Ceci suppose que dans cette approche descriptive, les sources de la
saisonnalité n’interagissent pas avec celles des mouvements de moyen et long terme. Une limite
de cette approche est que suivant le cadre d’analyse utilisé, cette décomposition n’est pas toujours
possible. Nous proposons de suivre un chemin différent. Nous gardons I'idée d’'une décomposition
additive mais nous supposons que les innovations de chacune des composantes persistantes sont
parfaitement corrélées, ce qui suppose que de mémes chocs descriptifs peuvent étre a 'origine des
évolutions de moyen et long terme autant que des profils saisonniers. Cette décomposition est
naturelle et existe pour presque tous les processus intégrés simultanément a différentes
fréquences ([27], [31]). Différents cadres peuvent étre utilisés pour estimer ces décompositions.
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Nous présentons ici dans un cadre linéaire une méthode pour les estimer lorsque le processus
satisfait une représentation SARIMA. L’estimation des composantes saisonniéres persistantes
repose sur le calcul des prévisions de long-terme du processus stationnarisé démodulé a chacune
des fréquences saisonniéres d'intéreét.

La demande de séries corrigées des variations saisonniéres résulte de besoins variés. Lorsqu’elle
provient de praticiens tels que les analystes de court-terme dans les banques ou les
administrations, ou des décideurs politiques, elle correspond a une demande simultanée de
plusieurs séries caractérisant une situation économique. Ce sont généralement le PIB, la
consommation des ménages, l'investissement, I'emploi, les crédits, les salaires,...Elles sont
utilisées pour comparer la situation de différents pays ou analyser les mécanismes économiques a
P'ceuvre en étudiant leurs mouvements joints. Sur la base de cette analyse, de nouvelles stratégies
d’investissement ou des actions politiques pourront étre mises en ceuvre. Vis-a-vis de cette
pratique, il semble que les méthodes usuelles de désaisonnalisation ne satisfassent pas les
besoins des utilisateurs dans la mesure ou les traitements de désaisonnalisation sont univariés.
Ces traitements peuvent donc ne pas respecter les liens qui existent entre les séries. C’est une
question qui a été l'objet de quelques travaux de recherche dans les années soixante-dix ([47],
[23], [46] et [57]), puis est tombée dans 'oubli. Du point de vue pratique de la diffusion de séries
corrigées des variations saisonniéres, il n’est pas possible de fournir aux différents utilisateurs les
séries désaisonnalisées suivant différents ensembles d’information. Il pourrait néanmoins étre
intéressant de leur donner les séries brutes de maniére a leur permettre de faire le traitement
adapté a leur besoin ou de diffuser des ensembles standard de séries corrigées des variations
saisonniéres de fagon jointe. Le traitement que nous introduisons ici autorise le traitement joint
de quelques séries temporelles.

Les logiciels de traitement de la saisonnalité offrent de plus en plus d’options a leurs utilisateurs
pour permettre d’adapter les modeéles descriptifs utilisés 4 un monde économique toujours
changeant ou a loccurrence de points extrémes. Ce grand nombre doptions peut parfois
introduire des instabilités dans les estimations des séries corrigées, en particulier pour les
extrémités de séries qui sont d'un point de vue conjoncturel les plus regardées mais qui ne sont
pas usuellement traitées d’'un point de vue statistique comme les observations plus anciennes. Le
cadre linéaire introduit ici utilise le méme traitement pour tous les points de I’échantillon et peut
facilement étre adapté pour permettre I'usage de méthodes d’estimation robuste afin de mieux
contréler 'impact des points aberrants. Il permet aussi de calculer un intervalle de confiance
autour de la série corrigée (cet intervalle est associé a lincertitude dans l'estimation de la
représentation satisfaite par le processus et non pas au choix de la définition de la composante
saisonniére). Une question importante de cette approche est celle de pouvoir sélectionner le
modele approprié pour décrire les composantes saisonniéres persistantes. D’'un point de vue
statistique, cela correspond a la possibilité de pouvoir tester efficacement la présence de racine
unitaire saisonniére pour décrire des profils saisonniers éventuellement fluctuants. Des travaux
récents (voir [33]) développent ce type de tests.

Une limite de ce cadre d’analyse est liée au fait que le traitement de correction correspond a
I'usage d’un filtre propre a la série. Ce filtre est asymétrique ce qui peut pour certain modele
induire un décalage de phase préjudiciable pour I'analyste conjoncturel. Par ailleurs, il peut aussi
présenter des gains plus grands que 1 pour certaines fréquences. Une étude est donc nécessaire
pour définir les familles de modeles auxquelles il est prudent de se restreindre ou voir comment il
est possible de mélanger I'approche usuelle avec celle introduite ici en particulier pour ce qui
concerne les observations de fin d’échantillon dans la mesure ou ce nouveau cadre d’analyse
permet de construire des filtres asymétriques adaptés au processus de génération des données
étudiées. Cependant dans les exemples que nous présentons dans la sixiéme partie, nous
n’observons pas de décalage dans la chronologie des mouvements présents dans les séries (en
particulier en ce qui concerne les points de retournement) lorsque nous comparons les séries
corrigées des variations saisonniéres obtenues par 'approche introduite ici a celles diffusées par
les instituts nationaux de statistique. Ceci fait écho au commentaire de Grether et Nerlove dans
leur article de 1970 [34] : “It has never been denied, and, indeed, is repeatedly emphasized by
Rosenblatt in his own work that the effects noted in the frequency domain are significant only to
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the degree to which these same effects, translated into the behavior of the adjusted series over
time, affect the interpretation of the movements of that series”.

La section suivante résume briévement les principes des procédures de correction des variations
saisonniéres. Quelques résultats d’algebre sont donnés dans la troisieme section, ils permettent
de caractériser et de construire la composante persistante d’'un processus intégré a une fréquence
saisonniére. La quatriéme section est consacrée a la décomposition de tout processus univarié ou
multivarié intégré a différentes fréquences saisonniéres en la somme de processus intégrés a
chaque fréquence saisonniére et d'une composante transitoire. ’exemple du modele « Airline » est
analysé en détail. La cinquiéme partie traite de la mise en ceuvre de cette méthode pour des
processus SARIMA univariés et des processus multivariés cointégrés a fréquence saisonniére. Des
1llustrations empiriques sont données dans les deux derniéeres sections. Une courte conclusion clot
Particle.

Saisonnalité

En l'absence de consensus sur les modeéles structurels qui permettraient aux statisticiens
d’éliminer les composantes saisonnieres pertinentes?, les procédures de correction des variations
saisonniéres adoptent généralement une approche descriptive. L’hypothése retenue est celle d’'une

description adaptée de la série temporelle étudiée {XI} en une somme de composantes

1nobservables non corrélées, 'une d’entre elles portant le caractére saisonnier de la série :

X =1C, +5, +1,

ou {tCt} est un processus qui décrit les mouvements de la tendance et des cycles longs, {St}

décrit les mouvements saisonniers et {it} est une composante de bruit sans régularité cyclique

marquée. La série corrigée des variations saisonnieres est égale a la série initiale a laquelle est
soustraite une estimation de la composante saisonniere. La composante saisonniére est identifiée
principalement par I’hypothése de non corrélation a tous les décalages de dates possibles avec les
autres composantes. La plupart des méthodes utilisent une modélisation paramétrique de ces
composantes, ce qui autorise l'usage des regles d’'inférence classique et 'emploi éventuel de
procédure optimale d’extraction de signal. Elles différent cependant en leur choix et usages de ces
modéles.

Deux classes principales de modeles sont utilisées. D’une part, les modéles de séries temporelles
structurelles postulent des composantes paramétrées a priori (voir entre autres [19], [35], [36] et
dans un cadre Bayesien, [1], [42]). Sous hypothése de normalité et a 'aide d’un filtre de Kalman,
chaque composante peut étre estimée. D’autre part, la famille des modeles ARIMA est utilisée
dans deux buts particuliers. Dans une premiéere approche, différents filtres linéaires symétriques
de longueur finie sont utilisés pour éliminer les profils saisonniers dans les données. Pour
permettre leur emplol en début et en fin d’échantillon, le modéle est utilisé pour estimer les
valeurs futures en fin d’échantillon et passées en début d’échantillon ([14],[15]). Dans une
deuxiéme approche, le modéle est utilisé pour dériver une décomposition de la série observée en la
somme des trois composantes. En pratique, des modeles SARIMA sont utilisés pour le modéle de
la série et chacune des composantes qui le composent, mais avec des contraintes sur la position
des racines des polynéme autorégressifs associés et un filtre d’extraction du signal (dit de Wiener-
Kolmogorov) en est déduit qui permet d’estimer chacune des composantes moyennant quelques
restrictions identifiantes (voir entre autres, [6], [9], [38], [26]).

Ceci appelle quelques commentaires. D’une part, la décomposition évoquée ci-dessus n’est pas
toujours possible comme l'ont montré [38]. D’autre part, les procédures de désaisonnalisation
usuelles sont en plusieurs étapes et offrent a l'utilisateur une multitude d’options qui peuvent
permettre de traiter des ruptures ou des points aberrants mais peuvent aussi rendre difficile

2 Voir [24] pour une illustration de I'inefficacité des procédures usuelles dans un cadre structurel complétement spécifié.
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Panalyse des mouvements joints de plusieurs séries, les choix faits pour chaque série n’étant pas
nécessairement cohérents. Ceci peut étre particulierement sensible pour les extrémités des
échantillons qui sont de fait les points les plus analysés et commentés en pratique. Ces
observations corrigées des variations saisonniéres sont malheureusement les moins fiables pour
au moins deux raisons : elles sont sujettes aux erreurs de mesure liée a leur précocités et elles
sont calculées sur la base soit d’un filtre asymétrique différent de celui utilisé pour les points au
milieu de I’échantillon, soit d'un filtre symétrique appliqué a des prévisions. Elles sont donc
sujettes a révisions, d’autant plus importantes qu'un point aberrant est présent dans leur
voisinage ¢. En pratique, les points aberrants sont identifiés dans le cadre du modéle
paramétrique qui a été sélectionné. Leur identification est donc contingente a I’échantillon
d’observations disponibles et n’est pas nécessairement stable dans le temps. Un point détecté
comme aberrant dans un échantillon particulier peut apparaitre comme une observation réguliere
dans un échantillon plus grand. Puisque l'intérét est dans l'analyse jointe de plusieurs séries
temporelles et que la pratique est de les traiter séparément, I'introduction d’'un grand nombre
d’option sur les détections des points extrémes ou sur le choix du filtre peut induire des
différences entre les séries dues a différents choix d’option et, lorsque les séries doivent étre
agrégées, peut affecter le comportement de la série agrégées corrigées de variations saisonniéres.
[50] et [65] recommandent I'usage d'un méme filtre linéaire pour toutes les séries apparaissant
dans une régression multiple.

Un cadre de travail idéal devrait fournir entre autres une décomposition toujours possible, des
séries corrigées aussi proches que possible des séries brutes a toutes les fréquences autres que les
fréquences saisonniéres, avec un décalage des inflexions aussi faible que possible et la possibilité
d’avoir recours a des méthode d’estimation robuste de facon a étre moins dépendant de la
définition et de la caractérisation des points aberrants.

Le cadre linéaire que nous introduisons ci-apres satisfait quelques unes de ces propriétés. De
plus, il permet de calculer des intervalles de confiance autour des séries corrigées et de travailler
simultanément sur plusieurs séries. Ses limites principales résident dans le fait que le filtre
implicite qu’il utilise est asymétrique et peut introduire un décalage de phase.

Persistance a une fréquence saisonniére
Algébre d’opérateurs d’intégration

Nous considérons des processus intégrés a différentes fréquences. Un processus intégré d’ordre 1
a la fréquence @ a des trajectoires qui oscillent a cette fréquence mais dont 'amplitude fluctue
au cours du temps, elles peuvent donc étre vues comme une extension des fonctions sinusoidales
qui sont elles d’amplitude fixe. Ces processus intégrés sont tels que l'application d’opérateurs
linéaires simples les rend stationnaires du second ordre, processus usuellement analysés a I'aide
de leur fonction d’autocovariance ou de leur spectre. Nous introduisons dans un premier temps
quelques notations et rappelons des définitions bien connues. Dans la suite, les opérateurs de
différence premiere réels et complexes aux différentes fréquences sont notés comme suit :

(1—e’i‘”B) =5,(B) we{0,7x}

8 (B)= (1-2coswB+B*)=(1-e"“B)(1-€“B)=05,(B)5 ,(B) w<]0.]

ou B est l'opérateur retard. Quand il n’y aura pas d’ambiguité, nous remplacerons Aw(B) et

5,(B) par A, et &,.

3 toutes les informations nécessaires a leur élaboration ne sont pas disponibles, et 'on doit estimer les informations
manquantes.

1 Lorsque les points aberrants ont une cause bien définie, une analyse dans l'esprit de [7] semble pertinente mais est de
fait peu employée du fait de son cott.
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Définition: Un processus stochastique réel purement non déterministe {Xt} est dit étre intégré
. N , . h

d’ordre h, h entier, a la fréquence a)e[o,ﬂ'], ou |w(h), si Am(B) X, est un processus

stationnaire du second ordre tel que le polynéme associé a sa représentation de Wold C(B)

satisfait la condition c(ei‘”) # 0 (en conséquence lorsque w € ]0, 72'[ , C (e*‘“’) #0).

Remarque: La condition de non nullité du polynéme de la représentation de Wold en e peut
aussi étre présentée comme une condition de densité spectrale strictement positive en @ . Elle
correspond au fait que le processus n’a pas été sur-différencié.

Remarque : Un processus complexe est intégré dordre h a la fréquence 0)6]0,72'[, si

. . » h . .
lapplication de T'opérateur O, donne un processus complexe stationnaire du second ordre de

densité spectrale strictement positive en @ .

En pratique, les processus peuvent étre intégrés simultanément a différentes fréquences. Dans ce
cas, le produit des opérateurs de différence premiére élevés a la puissance appropriée doit étre
appliqué pour obtenir un processus stationnaire du second ordre. A la suite de [31], nous
introduisons un ensemble d’'opérateurs d’intégration qui jouent le role d’opérateur inverse des
opérateurs de différence premiere a chaque fréquence. Ils sont particulierement bien adaptés
pour introduire la décomposition que nous proposons d’utiliser ici.

Définition : L'opérateur intégral S, associe a toute série réel {yt ....,—1,0,1,.. } la suite

t )

Z e—lw(t—r) yT t>1

=1

S,y définie par Sy, =1 O t=0
0
_ z e—i(u(Hl—T)y t < 0
r=t+1

Pour comprendre le role joué par ces opérateurs d’intégration, nous pouvons appliquer I'un d’eux

a un bruit blanc réel {81} . Cette opération peut étre décomposée en trois étapes. Premiérement,

. . i . .
nous construisons le bruit blanc complexe {e mgr} , puis nous construisons le processus complexe

t

intégré d’ordre 1 a fréquence 0 {Ze"‘”gr} pour les t >1 (et opération appropriée pour les
=1

indices négatifs ou nul), enfin nous effectuons une opération de démodulation a la fréquence @

telle que décrite par [29] (la multiplication par et qui déplace le pic de la densité spectrale de 0
en -®), ce qui donne une processus complexe intégré d’ordre 1 a la fréquence - @. Lorsque I'on

veut construire un processus réel intégré d’ordre 1 a une fréquence w € ]0,7[[, il faut appliquer

S,S ..

Ces opérateurs satisfont un ensemble de propriétés algébriques, nous en donnons quelques unes
pertinentes pour notre propos (voir [31]).
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Va)e[—ﬂ 72] 0,S,=1
V{y,}eR* Vwe[0,7],5,5,Y, =¥, - Y&
| sino(t+1)  sinot

RZ vV 0,7[,SS Ay =y — +
Y.} e wel0,z[,S,S ,A,Y, =Y, prrora (e &

a)l’a)) [ ] Swlswz_swzswl

V(o 0, 0,)€[0,7] ,(S,S,,)S., =S, (S..5.,)

eiwl eiwz
@ - eia)l _eia)z 2 + eiw2 _eia)l 2]

)

)
¢) i

) V(

)

) v(e,@,)e[0,2],S,S

Des équations (a) et (b) nous observons que les deux types d’opérateurs ne commutent pas. La
fonction déterministe que nous introduisons dans (b) est nécessaire pour assurer la propriété
selon laquelle les processus intégrés construits avec les opérateurs d’intégration sont égaux a 0 a
la date 0. Ceci est une convention. Un choix différent impliquerait I'introduction d'une autre
fonction déterministe. Le dernier point (f) permet de remplacer tout produit d’opérateurs
d’'intégration a différentes fréquences par la somme des ces opérateurs a chaque fréquence. Cette
propriété sera utilisée intensivement par la suite.

Composantes persistantes

La possibilité de décrire de maniére parcimonieuse un grand nombre de séries macroéconomiques
comme des processus intégrés d’ordre 1 a la fréquence 0 a entrainé l'introduction de nouvelles
statistiques descriptives. Parmi celles-ci, la mesure de la persistance des chocs et la
décomposition de séries intégrées en la somme d'une série persistante et d'une série transitoire
ont été 'objet de nombreux travaux ([4], [10], [11], [65] entre autres). En effet, a la différence des
processus stationnaires, les chocs affectant un processus intégré affectent indéfiniment ses
valeurs a venir. Cependant, [49] a montré qu’il existait une infinité de décomposition possible et
qu’a chacune d’elles pouvait étre associée une mesure de persistance. Ce type de mesure n’est
donc pas informatif d'un point de vue structurel. En particulier, la composante permanente peut
étre choisie arbitrairement aussi réguliére que souhaité si bien que les fluctuations de la
composante transitoire peuvent étre les plus importantes en variabilité a tous les horizons finis.
D’un point de vue descriptif, de nombreuses décompositions peuvent étre considérées. [55]
introduit trois situations élémentaires : quand les deux composantes sont orthogonales, quand les
innovations des deux composantes sont parfaitement corrélées et une situation intermédiaire. Si
la premiere situation impose des contraintes sur la forme de la densité spectrale du processus
stationnarisé, la troisieme nécessite une théorie pour fonder le choix des modeles de chaque
composante. La deuxiéme situation correspond a la décomposition de Beveridge-Nelson [4], elle
est toujours possible mais peut donner une composante persistante estimée tres voisine de la
série initiale, ce qui en limite la pertinence. Comme nous l'avons indiqué plus haut, la lecture
difficile des séries temporelles saisonnieéres vient de la présence de composantes au profil
saisonnier persistant. Lorsque ces profils persistants sont bien décrits par des processus intégrés
aux fréquences saisonniéres, une stratégie naturelle consiste dans un premier temps a
décomposer les séries intégrées en une somme de composantes intégrées a chaque fréquence a
laide de la propriété (f) des opérateurs d’intégration, puis dans un second temps a décomposer
chacune de ces composantes en une composante permanente et une composante transitoire et
enfin dans une derniére étape a éliminer les composantes permanentes. Nous détaillerons la
premiere opération dans la prochaine section, nous traitons ici de la décomposition des processus
intégrés a fréquence saisonniére en la somme d’'une composante persistante et une composante
transitoire.

Nous pouvons en effet transposer le cadre d’analyse aux processus intégrés a fréquence 0 celui

des processus intégrés a des fréquences saisonnieéres. Une mesure de la persistance a déja été
introduite par [48] pour des processus intégrés d’'ordre 1 a toutes les fréquences saisonnieres. Elle
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est égale au ratio de variance introduit par [11] mais appliqué a la différence saisonniere
(yt — ytfs). Nous suivons une approche différente. Comme nous venons de le rappeler, il existe
une multitude de définition de la composante permanente. Nous sélectionnons pour des raisons
de simplicité et de flexibilité une décomposition de type Beveridge-Nelson appliquée aux
processus intégrés a chaque fréquence saisonniere. Le fait que cette décomposition puisse donner
une composante persistante voisine de la série initiale n’est pas une limite ici dans la mesure ou
nous souhaitons extraire la plus importante composante saisonniére en termes de variance. Des
décompositions différentes donneront des séries corrigées des variations saisonniéres différentes.

Le principe de notre décomposition repose sur une opération de démodulation a la fréquence @
qui déplace la densité spectrale de la série le long de I'axe des abscisses de cette quantité.
Appliquée sur un processus intégré d’'ordre 1 a la fréquence @, elle donne un processus complexe
intégré a la fréquence 0 qui peut étre décomposé en un processus persistant et un processus
transitoire.

Un processus complexe {XI} purement non déterministe intégré dordre 1 a la fréquence

(06[0,%] admet une fois différencié une représentation de Wold de la forme suivante

1) (B)Xt = C(B)gt ol {Et} est un bruit blanc faible (complexe) de variance o. Une condition

2]

additionnelle est nécessaire pour garantir que dans la décomposition que nous allons considérer
la composante transitoire est un processus stationnaire du second ordre.

Condition 1: C(B)=+Z.QCJ-Bj est tel que *Z‘O p‘Cp‘<+oo
j=0 p=0

Sous la Condition 1, il existe a la fréquence @ une décomposition de type Beveridge-Nelson du

polynome C(B) comme suit :

c(B)=c(e*)+5,(B)¢,(B)

+o0 +00

ou Cw(B) = ZCw’po et C,, =— z qu'w(pfq) tel que {C(B)et} est une processus complexe
p=0 g=p+l

stationnaire du second ordre. Cette équation permet de proposer une définition de la composante

persistante dans une décomposition du processus intégré a cette fréquence. En effet, par (a), nous

avons

8,(B)(x—c(e”)s,&-¢(B)z)=0
donc
X =t +c(e”)S,&+E(B)g

ol g, = p€" est une fonction déterministe telle que 50)(5),11t =0. Ceci donne une possible
décomposition en un processus non-stationnaire a la fréquence @ : ,ut+c(ei”)Swgt et un
processus stationnaire : 6(3)6}. Par ailleurs, si nous considérons le processus démodulé a la
fréquence @, a savoir {e‘”’txt}, et calculons la valeur de sa prévision linéaire a long-terme (au
Etei’”h X..h » cette quantité est caractéristique de la persistante des chocs

terme €' prés) : lim,

a la fréquence @ et est égale a la composante persistante introduite ci-dessus :
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H ioh
Ilmh—>+w Ete Xt+h

Il
=
(¢]
S
+
(]
—_—
rD_.
S
~—
CD\
E\.
T
2

+

t+h .
Iimhﬁ_,_oo Eteiwh (C(eia)) Z e—la)(t-%—h—f)gI + Cw ( B)gt+hJ

r=t+1
_ —iwt 12] H ioh x
= e +c(e”)S, g +lim,,,, E€"E, (B)s,,
ou le dernier terme tend vers 0 puisqu’il s’agit d’'un processus stationnaire. Ainsi, nous obtenons
Iimh—>+oo Eteiwh X’[+h = /ue_ia)t +C (eiw ) Sa)gt

Quelques exemples peuvent illustrer notre propos.

Exemple 1: Un processus persistant a la fréquence @ est la marche aléatoire complexe qui
satisfait I'équation suivante X, = e'th_l +¢&, ou {Et} est un bruit blanc (complexe). Dans ce cas
lim

hs 400 EteiWh Xiih = X, résultat similaire a ce que I'on obtient pour la marche aléatoire réelle.

Exemple 2 : Soit {Xt} un processus stationnaire du second ordre satisfaisant une représentation

AR() : X, = pX4 +8t,|p| <1, alors S X, est un processus intégré a la fréquence @ . Par
construction pour des indices t>0, nous avons

t+h

Smxt+h _ z Xrefim(uhfr)
=1

et donc
t+h

eia)(t+h)swxl+h _ Z Xreiwr
=1

d’ou
t+h

. t . -
Etelw(Hh)SwXHh — Z XTelw‘r + z Et XTelw‘r
=1

r=t+1

i Xreiwr +( f pr—teia)r j Xt

=1 r=t+1

. peiwt (1_ph71eiw(h71))
=1 1- pe

X

soit
P

lim Ee“"S =S x +—F
h—+o —t th+h a)Xt 1_pe|a)

X

Correction des variations saisonniéres par soustraction des
composantes persistantes saisonniéres

Nous introduisons maintenant la procédure générale pour décomposer toute série intégrée en la
somme d’une composante persistante saisonnieére et d'une composante persistante non
saisonniére. La composante saisonniére est la somme de composantes déterministes et de
marches aléatoires saisonnieres. Nous considérons des processus dont le processus de génération
des données peut étre décrit comme suit :

y, =d, +X,
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N . , . . . ., . . ivit
ou dt est une fonction déterministe combinaison linéaire des fonctions {e ’} avec

vieQy
Q, Z{VO,...,V|} et {Xt} est un processus intégré dordre 1 a différentes fréquences dans
2 .
Q, = {a)o,...,a)k}, Q, et Q sont inclus dans I'ensemble {wj :L, je {O,l,...,S} lorsqu’il
S
k
y a s observations par période de référence®. Nous notons AX(B):H5wj (B) tel que
j=0

{AX (B)XI} est un processus stationnaire du second ordre. Par hypothése, nous supposons que
vV, =0 et @, =0, mais l'analyse peut s’étendre a des situations dans lesquelles ceci n’est pas

vérifié. Il en est de méme lorsque le processus {Xt} est intégré d’ordre plus grand que 1, comme

dans le cas du modeéle « Airline » étudié en détail dans la section ci-dessous. Nous considérons
dans les deux sections suivantes le cas général pour un processus univarié et un processus
multivarié.

Exemple : le modéle « Airline »

Le modeéle « Airline » a été utilisé par [5] pour étudier la série temporelle du nombre de passagers
transportés par les compagnies aériennes états-uniennes. Il a pour spécification

(1-B)(1-B°)y ,=(1-6B)(1-0B*)¢,
ou {Et} est un bruit blanc faible. Nous considérons des séries trimestrielles (s=4). Par les
propriétés (a) et (c) des opérateurs d’'intégration, nous avons
(1-B)(1-B*)s;s,s,s , =1
2 2
et donc

vtel,(1-B)(1-B*)| y,-(1-0B)(1-©B*)S;S,S.S & |=0
2 2
Si nous notons £ les fonctions déterministes dans le noyau de 'opérateur (1— B)(l— B4), elles
ont nécessairement la forme suivante :
t i%t _ 4%
M= tot+ phoy + gty (<L) + 1, €7 + 7, €

2 2
s1 nous nous restreignons a des fonctions réelles, si bien que

Y. = 1, +(1-6B)(1-OB")S7S S S ¢
2

z
2
. . 3 . , .
ou les parameétres | Ly, o1 M, 1o 1, |€R*xC peuvent étre calculés en fonction des valeurs
20 Hopr My M
2

prises par {yt,gt} aux dates t=0,-1,-2,-3,-4. En utilisant itérativement la propriété (f), nous

obtenons que

$25.5.5 , == S2+28, 428, 45 +——5
3 5 4 2 2 1-1 5 1+i 5

5 Le cadre peut étre étendu en particulier si 'on souhaite traiter les effets de jours ouvrés en faisant référence a une
fréquence particuliére.
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Nous pouvons donc pour tout t>0 décomposer le processus {yt} en la somme de quatre processus

intégrés a chaque fréquence, chaque composante étant elle-méme la somme dun processus
déterministe et d’'un processus stochastique intégré :

1 3
Y, ,u0'2t+,uovl+Z(1—HB)(1—®B4)(S§ +Es°jgt

1
+ ym+§(1—9|3)(1—®B“)s,rgt

T

izt <% 1 1 1
Hy € +,u%1e 2 +Z(1—HB)(1—®B4)[—_S”+—S jg‘

+

1-1i 5 1+i —%

2

La décomposition en une composante saisonniére et une composante non-saisonniére qui en
découle n’est pas unique dans la mesure ou il est toujours possible de déplacer des termes
stationnaires d'une composante a l'autre sans en changer la nature. Pour donner un caractere
opérationnel a cette décomposition, nous proposons de définir la composante saisonniére a partir
des marches aléatoires complexes sous-jacentes. Ceci peut étre fait en faisant usage des
développements suivants :

(1-0B)(1-©B*)=(1+0)(1-©)+6, (B)(1+B)

h 0,(B)=(-0+6(0+1)(1-B+B*-B°)+00B")
" (1-6B)(1-©B*)=(1+i0)(1-©)+6, (B)(1+iB)

0, (B)=0(-i0+1)(1-iB-B*+iB°)+i0(1-©B")

ISIE}

. , L. . . N s
Il s’ensuit qu'une décomposition possible de {yt} en une composante saisonniere {yt } et une

composante non-saisonniére {yt } est donnée par :

Yo=Y+

avec

Vi = Hoot+ tos +%(1—QB)(1—®B4)(S§ +§Soj€t +0(B)e,
ot

0(B) :%[3((“ 0)©-0)+0(1-30)B-3(1+0)OB’ +©(0-3)B* +3008" |

et

yi = a5 (140)(1-0)S 5

+ ﬂ;leilzrt + ﬁ,z,ylei;[t + 1_4® (11__i;9 S% + 11?;9 S,ergt

La composante saisonniere est la somme de processus déterministes saisonniers et de marches
N
aléatoires saisonniéres. Le processus {yt} est la série initiale corrigée des composantes

. N . . S
saisonniéres. Si nous remplagons & dans Iexpression de Y, par
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(l— HB)_l (1— oB* )71 (l— B)(l— B4) Y, , nous obtenons une expression du filtre ¥ ( B)

implicitement appliqué sur la série initiale pour obtenir la série corrigée des variations
saisonnieres. Il prend la forme

1.3

¥(8)=| T +3(1-B)+ 9(8)1-8)

(1-0B)(1-©B*)

(1+B+B*+B°)

C’est filtre asymétrique qui est égal a 1 en 0 et qui est proche de 1 a son voisinage. Il vaut 0 aux
T . ., , . ) P N
fréquences 7 et E, néanmoins la densité spectrale de la série corrigée n’est pas égale a 0 en ces

fréquences. Il n’y a pas de sur-ajustement aux fréquences saisonniéres. Appliqué a une série
stationnaire, ce filtre peut introduire un déphasage. Nous illustrons ces propriétés dans le
graphique suivant. Enfin, nous remarquons que nous pouvons toujours -calculer cette
décomposition et le filtre associé, ce qui n’est pas le cas dans le cas d’'une décomposition en
composantes orthogonales. [38] montrent quune telle décomposition n’existe que si ® > 0. Dans

la Figure 1, nous considérons deux jeux de valeurs (6’,@) =(0,25 ;0,25) et (6’,@) =(0,25 ;-0,25,).

Nous observons que dans le second cas, le gain est trés supérieur a 1, mais le déphasage au pour
le cycle de moyen et long terme demeure faible.
Processus univarié

Nous considérons le cas général d’'un processus univarié satisfaisant le systeme d’ équations
suivant

Yi = dt + X
| )
dt — Zﬂ‘/iewit
j=0
A(B)x, = ¢(B)g

Nous supposons que C(B) satisfait la Condition 1. Par la propriété (a) des opérateurs

d’intégration, nous pouvons écrire AX(B)HS =1 et introduire cette équation dans la

k
@j
i=0

représentation de Wold de {XI} , ce qui donne

Un cadre de travail alternatif pour la correction des variations saisonniéres .... 11
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f
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Figure 1

k .
D’une part, il existe une fonction déterministe :Z Hy o, e " telle que AX(B),UX’t =0 et
j=0

k
donc X, = f4, + C( B)H S”i &, . D’autre part, en appliquant (f) itérativement, nous obtenons qu’il

j=0

existe (k+1) nombres complexes {¢]} - ) tels que

k k

H Swj - Z¢jsmj

j=0 j=0

X 1
Si nous notons A, _; (B)= H 0, (B), nous obtenons aisément que ¢ = En
m=0,ms j Ax,—j (e )

utilisant alors la famille des décompositions de Beveridge-Nelson a chaque fréquence :
io; ~
¢(B)S,, & =c(e")s, & +6, (B4

nous pouvons proposer une décomposition du processus en la somme d'une composante sans
persistance saisonniere et une composante purement persistante aux fréquences saisonniéres par
les définitions suivantes :

Yo=Y +Y;

k
yt* =H, o +¢0C(B)So€t +z¢j6mj (B)g’(
-1
et

| Kk Kk
vt —iw;t iw:
ytszz ,lLlee : +z ,lLlX,wje : +: ,¢jc(e J)Sfujgt
=L =L =L
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Nous remarquons de la définition des deux composantes ci-dessus qu’il peut exister de nombreux
probléemes d’identification habituels dans ce genre de situation. Ils apparaissent clairement a la
fréquence 0 mais peuvent aussi étre présents aux fréquences saisonniéres et sont de nature
similaire.

En effet, le terme constant de y: est défini comme la somme de deux termes, n'importe quel choix

de deux nombres ayant la méme somme est un jeu de parameétres satisfaisant notre définition.
Nous verrons dans la partie suivante comment nous résolvons ce probleme en choisissant un
estimateur particulier.

Le filtre ¥ qui est implicitement appliqué au processus {yt —dt} pour obtenir le processus

corrigé des variations saisonniéres est égal a

¥(B)=1-Y A, (B) c(e”)

LA, (ei“"' ) c(B)

Il est donc égal a 1 en O et proche de 1 au voisinage de 0. Il est nul en chacune des fréquences
saisonniéres.

Processus multivarié

Le cadre que nous avons introduit dans la section précédente peut s’étendre sans difficulté aux
processus multivarié, si ce n’est aux couts de notations supplémentaires. La différence principale
vient du fait que nous travaillons alors avec des matrices et que des problémes de rang doivent
étre étudiés.

Nous considérons de processus de dimension N dont le processus de génération des données peut
étre décrit comme suit :

Y = dt + Xy
ou O, est une fonction déterministe combinaison linéaire des fonctions {e'vit} avec
vieQy
Q, = {VO,...,Vl} et {Xt} est un processus de dimension N tel que la r" composante est intégré
d'ordre 1 a différentes fréquences dans €2, :{a)o,...,a)k} . Par souci de simplicité, nous

supposons que chaque composante est intégrée aux mémes fréquences. Cette hypothese peut étre
relachée sans difficulté, mais a des colts de notation importants. Q, et € satisfont les mémes

K
propriétés de la section précédente. Nous notons A, (B) = Héwj (B) tel que {AX (B) Xt} est un
j=0

processus stationnaire du second ordre de dimension N dont la matrice polynomiale associée a sa

représentation de Wold est notée C ( B) et le processus innovation {5}} :

Yi = dt + X
| .
dt — Zﬂvjeh/jt
=0
A (B)x, = C(B)g

Comme dans le cas univarié, nous avons besoin d’'une condition supplémentaire pour assurer que
les processus introduits dans la décomposition de type Beveridge-Nelson multivarié pour décrire
la composante transitoire soient stationnaires du second ordre.
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Condition 2 : C(B) = iCpo est tel que i p(TGCC'p)l/z < +00
p=0 p=0

Nous pouvons suivre les mémes lignes de raisonnement que dans le cas univarié. Sous la

Condition 2, pour chaque fréquence o, € Q) , il existe une décomposition de type Beveridge-

X ?

Nelson de la forme suivante :

C(B)=C(ei‘”j )+5wj ()C, (B)

+00 +00 ) B

ou C”j (B) = Zij’po avec ij'p =— Z Ckele(p_q) est tel que {ij (B)Et} est un processus
p=0 q=p+1

complexe stationnaire du second ordre. Pour chaque fréquence, nous avons :

A, (B)x =C(B)S, 5 =C(e")s,5+C, (B)s
On note I le rang de C(eiwj ) Si r<n, il existe une matrice complexe de plein rang a; ., de
taille (n -, )X n,tel que ; C (ei“’J’ ) =0. Ceci implique que
ozj’lC(B)Smje;"t =a; A, (B)x = éwj (B)e
est un processus complexe stationnaire du second ordre alors que {AX'_ i (B) Xt} est un processus
intégré d’ordre 1 a la fréquence @; . Dans cette situation, on dit que le processus est cointégré a

fréquence @; ([39], [31], [13]). Cette propriété signifie que les sources de mouvements saisonniers

persistants dans les N composantes du processus sont décrites a I'aide de I'j composantes. Plus
précisément, C (elwj ) étant de rang r, 1l existe deux matrices de plein rang de dimension I xn
telles que C (e""" ) = a}ﬂj ou a'j représente la transposée-conjuguée de la matrice a;. Dans ces
conditions, '’équation de Beveridge-Nelson prend la forme suivante :

C(B)S, & =S, +C, (B)

{ ) ijj 8t} est un processus complexe intégré d’ordre 1 a la fréquence @; et de dimension r; qui

génere les mouvements persistants saisonniers dans le processus de dimension N. Nous pouvons
alors aboutir a une décomposition tres similaire a ce qui a été obtenu dans le cas univarié. Nous
avons

A A
avec
k ~
Yt* =M, + Hy o +¢0C(B)So‘9t +z¢jcmj (B)gt
-1

et

| k k
ivit —iw;t '
ytS :Z:uvje : +Zlux,a)je : +Z¢jajﬂj8mjgt
j=1 j=1 j=1

Néanmoins le filtre ¥ qui est implicitement appliqué au processus {yt — dt} pour construire le
processus corrigé des variations saisonniéres {yf — ,UVO} est plus compliqué du fait de la possible

non-inversibilité de C(B) a la fréquence ;. Pour obtenir le filtre, nous avons besoin dune

hypothése additionnelle et dun théoréeme de représentation. Sous I’hypothése que
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) k

Vo, €Q;,rangC (e""")— r. et que detC Hé'w] ' ol d(B) est un polynéme
j=0

dont les racines sont de module strictement plus grand que 1, un théoréme de représentation

dans [31] permet d’affirmer qu’il existe une matrice polynomiale D(B) telle que D(O) =1, et

+o0
ZTI’(DPD‘p) <400, un ensemble de (k +1) couples de matrices complexes (7]1‘9,') de plein
p=0

rang de dimension (I’j X n) tels que B;7;'=0 et
K
D(B)A(B)X =D 70 0nA n(B)X +¢&
m=0

I1 s’ensuit que

a;'fB;S, a;'B;| D(B)A,_;(B)- Z _7/ml9mAx,—(m,j)(B) X

1=0,1=m,1#j

Le filtre multivarié prend alors la forme suivante :

ey e LCTRIC R IR ENC

Ilest égala |, en 0 et proche de cette matrice au voisinage de cette fréquence.

Avantages et inconvénients

Le cadre de travail que nous venons d’introduire repose sur une approche descriptive linéaire. 11
suppose quune condition de sommabilité est satisfaite, ce qui exclut des formes d’intégration
fractionnaire a la fréquence 0 et aux fréquences saisonniéres. C’est une approche pragmatique qui
de fait exploite le cadre usuellement utilisé mais dans une approche différente par la nature des
liens stochastiques qui existent entre les différentes composantes, celles-ci étant construites sur
un méme processus des innovations. Cette décomposition est toujours possible. La définition des
composantes saisonnieres persistantes est intuitive. Elle correspond a 'extension aux fréquences
saisonniéres de 'approche de Beveridge-Nelson. Corriger des variations saisonniéres correspond
alors a soustraire des observations ces composantes saisonniéres persistantes. Une définition
alternative des composantes saisonniéres persistante est possible, elle introduirait dans ce cadre
une distorsion plus importante entre la série brute et la série corrigée.

Le filtre implicite utilisé est unidirectionnel. Il est égal a 1 a la fréquence 0. Appliqué a une série
stationnaire, il peut introduire un déphasage aux fréquences du cycle économique de moyen
terme. Néanmoins, I’exemple du modéle « Airline » montre que ce déphasage peut étre faible. Le
traitement des extrémités d’échantillon est toujours délicat. Il est parfois fait usage de filtres
asymétriques construits en cherchant a minimiser I'impact des révisions sous des hypothéses ad
hoc quant a la nature du processus initial. L’approche développée ici donne un cadre d’analyse et
de construction de ce type de filtres. Le filtre dépend alors du processus de génération des
données initiales.
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Mise en ceuvre de la procédure dans le cadre d’'un modéle
SARIMA

Test de racine unitaire

Dans le cas univarié, la mise en oeuvre de la méthode suppose premierement que 'on soit capable
de prendre une décision sur le modéle adapté pour décrire la série étudiée en ce qui concerne ses
composantes saisonniéres persistantes et deuxiémement que l'on soit capable d’en fournir des
estimateurs.

D’un point de vue pratique, les statisticiens sont enclins a considérer des situations dans
lesquelles I'amplitude des mouvements saisonniers peuvent évoluer au cours du temps. Pour ce
faire, ils ont donc recours a des modéles de processus intégrés a des fréquences saisonniéres,
éventuellement en présence de fonctions déterministes périodiques aux mémes fréquences. Une
stratégie de mise en ceuvre suppose donc la possibilité de tester la présence de racine unitaire a
des fréquences saisonniéres en présence de fonctions déterministes.

Une premiere approche considére simultanément ’ensemble des racines saisonniéres pour une
fréquence d’observation donnée, elles correspondent aux racines de 'opérateur de différenciation

saisonniére 1—B® . Différents tests ont été proposés entre autres par [37], [17], [51] et [8].
Cependant [52] a montré que cette approche peut amener le statisticien a accepter la présence de
racines saisonniéres sous l’hypothése nulle alors que le processus de génération des données
admet une racine unitaire a fréquence 0 mais aucune aux fréquences saisonnieres.

Une seconde approche traite séparément chacune des racines saisonniéres (ou couple de racine
conjuguée car nous travaillons avec des séries temporelles réelles). La procédure et la loi

asymptotique des statistiques de test dépendent de la fréquence, suivant que (06{0,7[} ou

w e ]0,7[[. Pour des données mensuelles ou trimestrielles, [39], [2] et [25] utilise une stratégie

qui repose sur des spécifications dites de « Dickey-Fuller augmenté» et considerent des
statistiques de test de Student ou de Fisher. [50] étend une approche par test de multiplicateur de
Lagrange. [33] dans un cadre de travail qui établit un parallele entre les tests de racines
saisonniéres et les tests a fréquence 0 étend 'approche de [18]. Une étude de simulation montre
que les tests presque efficaces ainsi construits dominent en termes de puissance ajustée la
plupart des tests introduits auparavant. Une propriété d’orthogonalité asymptotique des produits
croisés de processus intégrés a des fréquences différentes permet d’utiliser la méme approche
pour des séries qui présentent des racines unitaires saisonniéres a différentes fréquences. En
pratique dans des études empiriques, il semble que de nombreuses séries soient décrites de
maniére parcimonieuse comme des processus intégrés mais a un sous ensemble des fréquences
possibles. L'introduction de fonctions sinusoidales est parfois nécessaire aux fréquences restantes.

Ces tests reposent sur la détection de chocs persistants. Comme l'ont illustré [45] a la fréquence O
et [22] aux fréquences saisonniéres, ils ont une trés faible puissance contre des alternatives dans
laquelle la série se décompose en un processus stationnaire et une composante déterministe
(sinusoidale ou non) qui connait une rupture déterministe.

Test de cointégration a des fréquences saisonniéres

Lorsque T'on travaille sur des séries multivariées, la forme du filtre que 1'on obtient dépend du

rang des matrices C (e'“"’ ) . A la fréquence 0, cette condition de rang est liée a la possibilité
j=0.,...k

quil existe des relations de cointégration entre des variables intégrées, c’est-a-dire des
combinaisons linéaires de variables intégrées qui soient stationnaires. La cointégration a

fréquence 0 a été introduite par [28], [30] et [20]. L’étude du rang de la matrice C (eiwj ) lorsque
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la fréquence @; est saisonniére conduit a la notion de cointégration saisonniére introduite par [21]

t [39]. Un théoreme de représentation qui spécifie la forme des modeles autorégressifs satisfaits
dans ces circonstances est donné par [31]. Le test sur le rang de ces matrices et 'estimation de ces
vecteurs de cointégration peuvent étre faits dans trois cadres. [43], [40] et [13] développent des
approches par le maximum de vraisemblance, [12] par une analyse spectrale et [32] par une
méthode de composantes principales.

Démodulation et estimation

Cas des processus SARIMA univariés

L’estimation de la composante saisonniére persistante est semblable a celle de la tendance dans
une décomposition de Beveridge-Nelson standard, mais s’effectue sur le processus démodulé.
Nous présentons le calcul lorsque le processus (complexe) est intégré a une seule fréquence i.e. ne
posséde qu'une seule racine saisonniére € et que le polynéme associé a sa forme de Wold
satisfait la condition 1 . Partant de cette équation :

3,(B)% =c(B)s,

nous pouvons décomposé ce processus en une composante persistante et une composante
transitoire

X = p,e"" +c(e”)S,& +E(B)g
ou { o ( B)é‘t} est un processus complexe stationnaire et nous avons montré dans la partie 3 que la

prévision linéaire de long-terme de ce processus conditionnelle a I'information disponible jusqu’a

la date t prenait la forme :
t

Iimh—>+oo EteiW(Hh)XH—h =H, + C(eia))zeia”gr

=1

Sinous notons que
h

eiW(Hh)XHh _ eiwtxt n Z(eiw(m)xm _ eiw(t+r—1)XHT71)
=1
h
_ e""txt + Zelw(t”)é‘w (B) X,

=1
nous pouvons conclure que
t

n,+c(e”)d e e, = x + iei“’(”’)Etﬁw (B)x,..
=1

r=1

Une nouvelle opération de démodulation nous donne alors une estimation de la composante
persistante a la fréquence @ basée sur le passé du processus :

e +c(e”)S, 6 =x + fe“‘” EJ,(B)x,.
=1

L’interprétation de la décomposition de Beveridge-Nelson en termes d’extraction de signal est
présentée par [55]. Elle demeure valable.

Dans le cas général, quand le processus est intégré d’ordre 1 a plusieurs fréquences, nous avons

A(B)x =c(B)s
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que nous réécrivons en utilisant I'équation de décomposition de produits d’opérateurs
d’'intégration :

X = Z(Ifij,,,—(B)Xt

- Zk:¢j(yw_ ot +c( )S & +¢€, (B)gt)

j=0

L’estimation de la composante a la fréquence ; est alors obtenue en travaillant sur le processus
{Axﬁ th} :

@j

et 4 C(eiwj )Swj & =A%+ ieiWEtAx (B) Xisr
=]

La série corrigée des variations saisonniéres est obtenue en oOtant de la série initiale la
composante saisonniere :

k

j=t

( . J>q+2e'w"EA (B)ij
A, (e ')
Si nous nous plagcons dans la situation dans laquelle le processus {Xt} satisfait une

représentation SARIMA. Le calcul de la décomposition de Beveridge-Nelson a fréquence O est
présenté dans [44]. Nous étendons simplement cette méthode. Le processus de génération des
données est

®(B)a, ()4, (B)x, =0(B)®, (B)=

ot d°®=P,d’®, =P,d’®=0Q,d°®, =Q, et toutes les racines de ces polynémes sont de
module strictement plus grand que 1. Nous considérons alors la forme compagnon associée aux
processus de dimension (P +SP, +Q+5sQ, )x1

Z;

(AX(B)Xt AX(B)X’(—P—SF’S+1 & .. gt—Q—sQSJrl)'
G = (6, 0 ... 0 & 0 ... 0)

qui satisfont I’équation d’évolution
2,=Cz, ,+g

ou C est la matrice de dimension (P + P, + Q +sQ, ) X ( P+sP, +Q+sQ, ) dont la premiere

ligne est obtenue en développant les produits de polynémes et en réécrivant sous une forme

ARMA T'équation satisfaite par le processus {Xt} et les autres lignes sont composées de 1 ou de 0
de maniere a assurer la validité de I'’équation d’évolution de {Zt}. La prévision linéaire de ce
processus a I'horizon h est donnée par :E 7, = Cth , dou si lon appelle K un vecteur ligne de

dimension 1x ( P+sP, +Q+ SQS) dont la premiére composante est égale a 1 et toutes les autres

sont nulles :

Kioei“” EA,(B)X,, = K (ieiwhch]zt
h=1

h=1

. 1.
|0.)c: o
= K ( I P+sP+Q+sQ, € ) € CZt
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ou l'inverse de (IP 1P, +Q+50, —eiwC) existe par '’hypothese faite sur la position des racines des

polynémes de la forme SARIMA. Il s’ensuit que lorsque le processus satisfait une représentation
SARIMA, un estimateur de la composante saisonniére est donnée par :

. 1.
lw; lw;
s k Ax,—jxi +K ( I P+sP, +Q+5Q, —€ JC) € JCzt
XT = z io;
j=1 A, jle
et la série corrigée des variations saisonnieres
. -1 .
lw; lw;
k Ax,—ixt +K (IP+SPS+Q+SQ5 —€ ]C) e lC:Zt

i1 A, (eiwj )

X =X -

Cas des processus SARIMA multivariés cointégrés

Lorsque l'on travaille avec plusieurs séries simultanément, le raisonnement précédent demeure
valable dans la mesure ou nous n’exploitons que des propriétés linéaires. Afin de simplifier la

présentation, nous gardons 'hypothése de processus {XI} de dimension N dont les composantes

sont toutes intégrées a 'ordre 1 aux mémes fréquences et satisfaisant le processus de génération
des données considéré précédemment. Nous avons donc

A(B)x =C(B)s

et sous la Condition 2, nous obtenons un estimateur des composantes saisonniéres persistantes a
oter de la série initiale sous la forme suivante :

: 1 — ot
z iw; (Ax,—jxt +Ze ] EtAx(B)prj
Ax,—j (e ! ) =1

i1

La difficulté se trouve dans le calcul des prévisions et la spécification du modéle vectoriel suivi
par le processus {AX (B)Xt}. En l'absence de cointégration a toutes les fréquences, 'approche

présentée dans le cas d'un processus univarié peut s’étendre aux processus VARMA et nécessite
T'usage d’une grande matrice compagnon de dimensions

(n(P +sP, +Q+ st))x(n(P +sP, +Q+ SQS)) ou P,P,,Q et Q, sont les degrés des polynéme
matriciels associés a la représentation VARMA, appliquée a un processus Z, de dimension

(n ( P+sP, +Q+sQ, )) x1. Lorsqu’il existe des relations de cointégration entre les composantes

de {Xt} , une représentation de type modele a correction d’erreur doit étre considérée et la matrice

compagnon doit étre contrainte de facon a assurer la convergence des estimateurs des prévisions
a long-terme. Nous détaillons le cas d'un modéle a correction derreur saisonnier avec des
relations de cointégration a toutes les fréquences. Le modéle est donné pour le processus

X =A, (B) X, et a la forme suivante (cf [31]) :

H _ | | :
)’Zt = Z(}/JGJSMJ )N(’I*l + 77101 waj it—l)—’_ 70908021—1 + yﬁaﬁsﬁ)’z’[—l + Zq)k)’zt—k + gt
k=1

=
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ou {St} est un bruit blanc multivarié et les matrices y; et 6, sont de plein rang et de dimension
. S : . . :
(n X I’j) pour J=1,... > et respectivement J,,6, et 7,60 sont de plein rang et de dimension
(n X I’O) et (n X I‘”) . Nous utilisons les relations
Voe[0r],5,% =% +e 'S, %,

pour réécrire la derniére équation sous la forme :

H

~ 2 ' —— ' '

ou @, =D, + Z(}/jﬁj +7,0, )+ 700, + 7,0, . Nous obtenons alors la représentation compagnon :
-1

Z, = Czt—l + 6

avec

Zt=(>?£ o (08,%0) (080 %a) o (6S%a) (6:8.%,) R - >~<;_p)-

et
D, ... e_iw";fj ei[‘)";7j e Ve Ve O, . @
P 0 P ()
6 0 el 0
6 : 0 "l

c=| :

0, I
0, ool
l, 0 0 .
0 I, 0 0
0 .. .. O (N IO

La formule obtenue dans le cas univarié peut étre appliquée avec cette matrice compagnon.

Premiére illustration : consommation mensuelle en produits
manufacturés des ménages francais

Nous illustrons le cadre précédent sur la série mensuelle de consommation des ménages en
produits manufacturés. Nous devons dans un premier temps tester la présence de racines
unitaires saisonniéres ou non dans le processus puis nous utilisons une approximation
autorégressive AR(p) du processus pour construire des estimateurs des composantes persistantes.
Nous comparons ensuite la série corrigée que nous obtenons a celle proposée par 'INSEE obtenue
avec la procédure X11-ARIMA de SAS et sur laquelle des corrections pour jours ouvrés ont aussi
été appliquées.

20 Insee : Actes des Journées de Méthodologie Statistique 2005



Le test de racine unité utilisé est le test introduit dans [33] qui étend le cadre des tests presque
efficaces aux tests de racines saisonniéres. Les résultats sont donnés dans le tableau 1 ci-
dessous :

Consommation des ménages en produits manufacturés

Fréquence Statistique de test Seuil Décision

0 67,97 3,11 Acceptation
T 5,15 3,22 Acceptation
6
T 14,87 3,22 Acceptation
3
T 3,86 3,22 Acceptation
2

2 3,85 3,22 Acceptation
3

51 11,37 3,22 Acceptation
6
T 1,29 3,11 Rejet

Tableau 1

Par souci de simplicité, nous appliquons l'opérateur de différenciation saisonniére sans prendre
en compte l'absence de la racine saisonniére a la fréquence 7 et approchons le processus de
génération des données par un modele autorégressif.

La Figure 2 présente la série brute a traiter et la série corrigée des variations saisonniéres
obtenue dans le cadre présenté ici. Le Figure 3 permet de comparer les deux corrections, celle
proposé par 'INSEE a partir de I'usage de la procédure X11-ARIMA et celle décrite ici en termes
d’analyse spectrale. Nous avons estimé la cohérence spectrale et le déphasage spectral entre la
série brute et chacune des séries désaisonnalisées (INSEE et nouvelle méthode). Alors qu’en
termes de cohérence, la nouvelle méthode présente une meilleure proximité a la série brute, tres
proche de 1 a toutes les fréquences, cette relation de proximité est inversée lorsque l'on considere
le déphasage. La série CVS de 'INSEE apparait en phase a presque toutes les fréquences avec la
série brute a la différence de la série issue de la nouvelle méthode. Le décalage de phase estimé
entre les deux séries (brute et corrigée par la nouvelle méthode) est proche d’'une période aux
basses fréquences. Ceci pourrait se traduire par une chronologie des mouvements de moyens
court-terme de la série obtenue par la nouvelle méthode en retard sur la série CVS INSEE. La
Figure 4 montre qu’il n’en est rien. Les deux courbes présentent les mémes inflexions, il n’y pas
de différence notable sur la chronologie, excepté peut-étre sur la fin de la série. Il faut rappeler
que le traitement fait sur les extrémités de série par X11-ARIMA n’est pas homogéne a celui mis
en ceuvre au milieu de ’échantillon a la différence de la méthode introduite ici. De méme, la série
obtenue dans le cadre introduit ici est moins variable sur presque tout ’échantillon et ceci est
renforcé sur la fin de ’échantillon, la variabilité de la série issue de X11-ARIMA est nettement
supérieure. Il faut savoir que la série de consommation diffusée par 'INSEE est obtenue par
agrégation de plusieurs séries désaisonnalisées indépendamment. Le diagnostic sur la
chronologie et la variabilité demeure inchangé lorsque I'on analyse les taux de croissance (Figure
5).
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Seconde illustration : consommation privée trimestrielle au
Japon

Nous travaillons sur la série trimestrielle de la consommation privée au Japon. Nous testons dans
un premier temps la présence de racines unitaires saisonniéres dans le processus de génération
des données puis nous utilisons une approximation autorégressive AR(p) du processus pour
construire des estimateurs des composantes persistantes. Nous comparons ensuite la série
corrigée que nous obtenons a celle proposée par I'INS japonais obtenue avec la procédure X11-
ARIMA.

Nous utilisons a nouveau les tests de racine unité introduits dans [33]. Les résultats sont donnés
dans le tableau ci-dessous :

Consommation des ménages en produits manufacturés

Fréquence Statistique de test Seuil Décision
0 81,04 3,11 Acceptation
T 7,20 3,22 Acceptation
2
/4 4,89 3,11 Acceptation

Nous devons donc appliquer lopérateur de différenciation saisonniére (1— BA) pour obtenir un

processus stationnaire du second ordre et approchons le processus de génération des données par
un modele autorégressif.

La Figure 6 présente la série brute a traiter et les séries corrigées des variations saisonniéres
obtenue dans le cadre présenté ici et celle proposée par 'INS japonais. La proximité de ces deux
derniéres séries est visuellement grande. La Figure 7 donne des éléments de comparaison en
termes d’analyse spectrale. Le résultat observé dans I'exemple précédent demeure : la méthode
introduite ici donne une série corrigée des variations saisonniéeres plus proche de la série brute en
termes de cohérence mais plus éloignée en termes de phase. Le déphasage pour les cycles longs
est néanmoins trés faible (nul a long terme). Le dernier graphique (Figure 8) permet une
comparaison des chroniques de taux de croissance pour les deux séries corrigées des variations
saisonniéres.

Conclusion

L’approche que nous avons suivie ici est naturelle dans un cadre linéaire et dans un travail dans
I'espace des temps. Elle vise a estimer au mieux les composantes persistantes saisonnieres et a
les oOter. La définition des composantes persistantes est différente de ce que considére les
méthodes usuelles de correction des variations saisonnieres. Elle est en ligne avec le cadre utilisé
et nimpose pas de contraintes supplémentaires d’identification. Cette approche est valide sous
des conditions relativement faibles. Le traitement effectué dépend de la série étudiée. Lorsque
Ton traite plusieurs séries simultanément, un ajustement joint permet de traiter les sources de
saisonnalité communes et ainsi d’obtenir un meilleur traitement de la saisonnalité mais aussi de
respecter les liens qui existent entre les différentes séries aux autres fréquences.

La mise en ceuvre de la méthode est relativement souple, plusieurs méthodes d’estimation
peuvent étre utilisées. En particulier des méthodes robustes peuvent étre employées pour limiter
les effets des points aberrants et de leur caractérisation. Comme les composantes sont construites
a partir d'un modele estimé et de I'information récente, des méthodes de Monte-Carlo ou de
bootstrap ([54]) peuvent étre employées pour calculer un intervalle de confiance de la série
corrigée des variations saisonniéeres.
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Le probleme principal de cette approche réside dans ses propriétés spectrales. Le principe de la
correction n’est pas pensé en termes de propriétés spectrales. Le filtre asymétrique qu’elle
implique peut entrainer un déphasage a certaines fréquences. Néanmoins, les exemples que nous
avons pu analyser ne font pas apparaitre un net décalage dans la chronique des points d’inflexion
entre un traitement classique et cette nouvelle approche. Des outils d’analyse doivent étre
développés pour permettre une appréciation de ces problémes suivant la nature du modele
considéré comme processus de génération des données. En ce qui concerne le traitement de la fin
des échantillons, la méthode introduite ici produit un cadre pour le calcul des filtres asymétriques
adapté a chaque modele considéré et en cela difféere de celui retenu usuellement ([41]) qui cherche
a4 minimiser les révisions en fin d’échantillon sous des hypothéses ad hoc quant a la nature du
processus a traiter.
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