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Etant donné les contraintes budgétaires actuedisanp sur la réalisation d’enquétes par sondalges, i
est probable que nous assistions a un large reanursechniques spécifiques d’estimation dans les
domaines. Ces derniéres permettent en effet de leremaximum d’information des enquétes
disponibles. Les méthodes d’estimation sur petitsaines portent sur les petites populations, pour
lesquelles peu d'information est disponible. Poaltigr ce probléme, on a recours a des techniques
sortant du cadre de la théorie pure des sondagegjmaallient théorie des sondages et statistiijiee

« classique ». Il existe une abondante littératser [I'estimation de paramétres simples,
essentiellement des fonctions de totaux. Nous tkgppes cette littérature car elle nous permettra
d’introduire les problématiques propres aux domaigee nous retrouverons ensuite dans nos travaux
sur I'estimation de la distribution d’une variatdktatoire dans un domaine. Il existe en effet dnot
connaissance peu de travaux sur ce sujet. Cedatesars se sont en effet penchés sur I'estimaton d
fonction de répartition, dans un cadre d’enquétas gpndages, mais hors de toute référence aux
domaines. Et leurs techniques se révélent inadapigeas ou peu d’information est disponible. Nous
verrons comment notre méthode tente de conciliendeessité de données importantes avec la
contrainte pratique de la faible taille du domadiétude.

1. Introduction

Apres un bref rappel des méthodes classiques dbélarie des sondages, nous aborderons la
problématique propre de I'estimation dans les doesi

1.1 Notation

1.1.1 Echantillonnage

Nous nous intéressons a une populatibrde taille N . Nous sélectionnons des échantillanselon
un plan de sondagp, une probabilité sud , fixée.

On noteT, et 1, les probabilités d’inclusion d’ordre 1 et 2 durplp. On ne considére qu’une seule
variable d’intérét,y, qui prend la valeury, pour l'individu k JU (le terme d’individu est a prendre
au sens statistigue du terme). C’'est une hypotsiegaificatrice importante dans la mesure ou, dans



la pratique, une enquéte comporte souvent nonmpasinique question d’intérét mais plusieurs. Nous
y reviendrons.

1.1.2 Estimation

Pi-estimateur On cherche a estimer, dans un premier temggsfoshetions simples d{a-yk 1k DU}
tels que le total ou la moyenne ge:

_ 1
=2 Y=72.Y

Pour ce faire, on peut prendrerlestimateur :

Zyk

ias T

dont on sait gu'il est sans biais, et dont la varéavaut :

Vit =Y,

kIOS "k M

Nous disposons bien sir d’estimations de variahcBapproximations de variance, nous permettant
d’avoir des estimateurs de variance utilisablespeatique. C'est trés classique quand le plan de
sondage n’est pas trop compliqué. Pour les plamplexes de type a plusieurs degrés ou stratifiés
dans tous les sens, la difficulté n'est pas begugdus grande que pour les cas simples, car ils se
décomposent en plans simples.

Estimateurs avec information auxiliaire Il existe d’autres estimateurs comme celui dgek:
PO
KIS T[k

e

Z K0S 1
T,

L'objectif n’étant pas ici de faire un cours de dage, on ne s’étend pas plus sur les propriétéetde
estimateur. D’autant plus qu’il incorpore que pelnfdrmation auxiliaire, contrairement aux
estimateurs par le quotient ou par la régression :

~ A~

t, . . .
fo —f—t fyr = {0 +(t, —Tr)'D

ou b est le coefficient estimé de la régressioty der I'information auxiliairex.

L'avantage principal de I'estimateur par la régi@s®st que sa variance s’exprime comme la variance

du m-estimateur des résidus yeurx : autrement dit,V(fyR):V(t ou f. st
T,

e =Yy, —bx,. Par exemple, siest bien lié linéairement»a alors l'introduction de la variable
auxiliaire lors de I'estimation est trés intéredeaiu point de vue de la précision.

Apres cette bréve introduction et rappel des nstimus pouvons nous attaquer a la spécificité des
domaines.
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1.2 Domaines

L’ "Estimation dans les domaines" s'intéresse acdmnaissance d'un estimateur d’'une variable
d’intérét pour une population de petite taille. t€giopulation peut étre délimitée géographiquement,
par exemple I'agglomération de Brest, socialemks® (tilisateurs de voiture fonctionnant au GPL),

ou de toute autre maniére, non ambigué.

Face a une demande spécifique concernant une headabtérét pour une petite sous-population,

deux cas de figure sont envisageables :

- Soit une étude récente est disponible sur ld,sajguel cas il ne reste plus qu’a I'exploiter

- Soit on ne dispose d’absolument aucune étudesatfalloir mettre en place une enquéte, ce qui
est trés colteux

C’est l'aspect rédhibitoire de ce dernier coltegtia I'origine de ce champ de la théorie des ggasla
gu’'est I'estimation dans les domaines. Nous noegquls en effet dans le cas ou une enquéte sur le
theme d’intérét ou un theme proche existe. Le ptusvent, 'enquéte n'aura pas été calibrée pour la
sous-population d'intérét mais par exemple au niieance entiére. Et c’'est précisément I'objet de
cette branche de la théorie des sondages qu’ssitraion dans les domaines de permettre de tirer d
I'information pertinente et la plus précise possité I'information déja disponible.

Il existe plusieurs méthodes, que nous allons dairs les sections suivantes. Mais avant cela,
nous distinguons deux types de variables d'intéliférentes. Il existe en effet une sorte de
dichotomie importante. Certaines variables sorgaaciles a estimer, telles que les moyennessu le
totaux, les coefficients de corrélation. En réalit&illeurs, ce n’'est pas leur estimation qui nous
intéresse tant que I'estimation de leur varianEe d’'un autre coté, il existe certaines caractéusts
plus difficilement accessibles, que nous pouvordifigr de "non linéaires"”, au sens ou la technique
de linéarisation ne leur est pas adaptée : on pessentiellement aux fonctions de la fonction de
répartition, telles que le plus grand intervallepdebabilitén .

Face a ces deux niveaux de difficultés: des ciomé®m Pour la premiére classe, les
statistiques simples, on peut espérer réussir d@sanéthodes usuelles, éventuellement adaptées a la
marge, méme quand I'’échantillon dans le domaindegietite taille. Pour les autres statistiquass pl
complexes, il sera difficile de faire quoi que o sivec un échantillon de taille trop petite. Dalas
suite de I'exposé, nous conserverons cette diféérentre les deux niveaux de difficultés.

2. Parametres linéaires

Pour les parameétres linéaires, une abondanteatitit@r existe, qui nous fournit plusieurs solutions
pour parvenir d'une part a un estimateur cohéiatjtre part a une estimation de la variance de cet
estimateur.

2.1 Inefficacité de la théorie classique

. . _ 1 o
Supposons que nous souhaitons estimer la moyeyaneN—zkEU y, dun criterey dans le
d d

domaind , notéU, . Un premiere idée, étant donné I'échantié@ntiré avec un plan de sondage de
probabilités d’inclusiorr, , est de considérer :

N 1 Vi
Yan = —
Ng I‘IZS‘: Tt
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Nous savons alors que, sous la condition usueller@nfieée OkOU,, m, >0, cet estimateur est
sans biais pour la moyengig. Son approximation de variance, pour un sondaggtaile simple au
- 1-f = 1 =
— — N2 2 2 3 —
taux f=n/N, est Vgus(Vy,) = Nd|:T Py (Sya +Qdyd):| ol S, —m kad (Y = Ya)?,
1_ f 2
—P,S4,,
n d ~yd
un facteur prés. La raison est simplg=#S, =#Sn U, est aléatoire, et cette inconnue rajoute de la
variance. Pour avoir un estimateur de meilleurditgan peut utiliser I'estimateur de Hajek :

3 Y
~ WS,
e

ZHjsd,Tk

Néanmoins, ces estimateurs se heurtent & une @uriteinte, plus fondamentaleS, peut étre trés
petit. Pensons que si le domaine est de petite,t&l} peut avoir seulement quelques observations : il

est hors de question de faire des proportions &vec 10 observations ! Nous allons voir dans les
sections suivantes deux remédes possibles a cepmb

P, =N, /N et Q, =1-P,. Autrement dit, on retrouve une expression atiendl; a

En ce qui concerne I'estimation dans les domaiagsemiere approche, historiquement, est basée sur
un modele. Ce n’est que dans les années 80 gpjeatwee 'approche dite assistée par un modéle.

2.2 Un peu d’histoire

Au début des années 70, devant l'incapacité dédarie des sondages a donner des résultats trés
puissants du type "meilleur estimateur”, une ndavapproche a émergé. Elle consistait a quitter le
champ de la théorie des sondages classique, @atiéle porte sur I'échantillon tiré, pour revenir
dans le champ de la statistique classique, ie ersidérant I'échantillon tiré selon un plan
déterministe, dégénéré, ol l'aléatoire vient does abservations. Autrement dit, ddyg /k DU}, la

théorie des sondages postule queyjeont fixés conditionnellement & qui est aléatoire. Et dans la
statistique classique, on considére @uest fixé, et que ce sont Igs qui sont aléatoires.

L'approche basée sur un modéle s’'est développéurnut® Royall dans les années 1970. Un des
premiers modéles considérés est tres simple= x5 +e,, ou les e sont les iid centrées et de

variance proportionnelle . On en déduit un estimateur optimal en un cesaims de la moyenne
dey,.

Hormis leur différence de définition, quelles sted différences entre ces deux approches ? Pour les
identifier, on raisonne dans un espace regrougndéux notions, c'est-a-dire avec deux sources
d’aléa : d'une part le plan, comme dans les sorglalgssiques, et d’autre part le modele, comme pour
les statisticiens universitaires classiques.

Dans I'approche basée sur un modeéle, on cherchestiesateurs qui ont de bonnes propriétés sous le
modéle. Auquel cas on ne sait rien des propriéeékedtimateur sous le plan. Et toute la qualité de
notre estimateur final dépend de la validité du éed a modele faux, estimateur faux. Ce n’est pas
tres robuste. Dans I'approche assistée par un modglst le plan qui préside a la construction de
I'estimateur, et donc I'estimateur n’est pas trogurais au sens ou on I'entend "naturellement'dnsi
retire I'échantillon un grand nombre de fois selenméme plan de sondage, la moyenne des
estimations finira par converger vers "la vraiecual.
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Le probléme du statisticien public apparait aldesrement: pour utiliser un modéle, il faut qu'dis

en adéquation avec la réalité. C'est tres subjaettfitant plus que des hypothéses du modele d&coul
la forme de I'estimateur. Les hypothéses faitesarg absolument pas sans effets sur le résultt fin
Dans ces conditions, étant donné la nécessairetfie des statisticiens publics, il est difficitke
souscrire a cette approche. A moins que le modale été validé de toute part, ce qui n'est pas la
norme. Nous verrons néanmoins qu'il est difficike tbus en passer, parfois, et qu'il peut étre d’'une
précieuse aide.

2.3 Estimation assistée par un modéle

Nous avons vu qu’historiguement ce n’était pasréampere méthode. Nous la plagons toutefois en téte
en raison de sa simplicité et de sa robustesse.

Nous avons déja considéré les versions domainesz-demateurs et estimateurs de Hajek. Nous
pouvons de méme exhiber des versions domainesstiesateurs par le quotient ou la régression.
Mais tous butent sur le méme probleme : ils reposein {yk/kDSd}, qui est trop petit. Les

estimateurs dont les seulg, utilisés appartiennent au domaine sont dits direca conclusion

logique de cette définition est: les estimateursots sont inutiles pour les estimations dans les
domaines. L'estimation synthétique permet de dépassparadoxe.

2.3.1 Estimateur synthétique

Une premiére idée, dont la portée est limitée, gatimer la moyenne d’une variable d’intérét dams u
domaine consisterait a prendre la moyenne de labtard’intérét pour la population de I'étude dont
nous disposons, typiquement la France entierepesiadérant que ces deux chiffres sont proches. Par
exemple, si le maire de Brest nous demande d’estime taux de chémage, nous pouvons toujours
considérer qu'aprés tout, la ville de Brest esttpeode la population francaise en terme de taux de
chdmage, et proposer comme estimation du taux dmape de Brest le taux pour la France entiére.
On se rend bien compte que cette estimation esigt@ssiere : on risque de faire une grosse erreur.
Mais nous sommes sur la bonne voie. Nous gagnemtanement en utilisant de maniére efficace de
I'information auxiliaire, comme les tranches d’ddet en effet, une hypothése plus robuste est gue |
taux de chémage, pour chaque tranche d'age, ediveshent identique pour toute la France et pour
Brest. Avec cette hypothése, nous pouvons constan bien meilleur estimateur, dit synthétique par
opposition a direct: un estimateur synthétique fiaiervenir de l'information non seulement du
domaine mais aussi des autres domaines.

Cette idée générale, remplacer une certaine géaatitniveau du domaine par son équivalent au
niveau d’'une population plus vaste, est la clé 'dstimation dite synthétique, par opposition a
I'estimation directe.

2.3.2 Application

Voyons concrétement ce que donne ce principe diastin synthétique. Pour cela, nous allons
introduire la notion de groupe : c'est le niveaguel une bonne information auxiliaire est dispasibl
Dans notre exemple brestois, le groupe est unehtead’age. Les groupes sont indicés gar 1...,G

et notésU,,...U,,....Ug (ouU ; s’ily a un doute). L'intersection du domaimket du groupeg est

Ugg- On note :
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Ng =#Ug  Ng=Ng=#U =#U, Ny =

De méme pour I'échantillon :

Sig =Ugg NS s3=Uns s;=U,ns decardinaux ny, Ny, Ny =n,

Avec ces notations, nous allons adapter nos anejetimateurs. Initialement, nous utilisions tes

estimateurs du total, = Z Y, qui étaitt, = z . Maintenant, comme, Z; tyy, OU

y

B s xG K A
tyy = zkmg Yy » Nous avons notre nouvel estimatéfjy —zg:lz - On adapte de méme les

Ky 71

autres estimateurs :

Version groupe

ty, = sz(S)yk £$ _z szSyk
s,

971 K0Sy,
w, (S w, (S
fyzszstd (Vi fﬁ’:ingz‘“S"g ()i
> s, Wi () c o > s, " (S)

Mais cette notion de groupe ne résout pas notrblgmee, bien au contraire, puisque nous avons
découpé notre domairig, en plus petits sous-domaines encore, avec lepgso’est précisément
la qu’'intervient I'estimation synthétique, en supant que :

0d, 09, S =S,

dans un sens que nous allons préciser maintenatre Nypothése de proximité des taux de chdémage
par tranche d’age entre Brest et la France entigueen effet se généraliser sous la forme suivante

Z KISy, Wi (S)Yi Z s, W, (S)Yi
stdg W (9%, stg W, (9)X,

Od,

Appliqué a l'estimateur de Hajek de la moyenne de Yy, = NglzkElU Y., hous obtenons
d

I'estimateur synthétique suivant

I
Kas,

’“‘(G) _ z N 9 T[k

dSYN dg
Ny g=1

Sog T[k

Les estimations de variance sont fastidieuses toatsa fait possibles, avec la méthode usuelle, qui
consistent a trouver une approximation de varighieéarisation,...), puis a en estimer les parametres
inconnus. L'avantage de cette technique d’estimation pas basée mais assistée par un modeéle est
gue les performances des estimateurs, évaluéslegham de sondage, ne dépendent pas crucialement
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des hypothéses. Pour étre plus précis, I'estimaggtitoujours sans biais, mais il est de variance
d’autant plus faible que les hypothéses sont justes

2.3.3 Estimateurs composites

Néanmoins, ces estimateurs ne tiennent que peuteaep particularités locales du domaine. Si les
arsenaux de Brest ont fermé, notre estimateur ax d@ chbmage ne le fera pas apparaitre. Pour
améliorer I'adéquation a la réalité, on peut petrsrver un juste milieu entre un estimateur dicket
qualité douteuse et un estimateur synthétiquelefiabais pour estimer une quantité dont on espere
gu’elle est proche de ce qui nous intéresse. Unpoomis entre ces deux principes d’estimation,
direct et synthétique, consiste donc a prendre :

tocomp =V d gsyw T @ Va)taor

Le parameétrey, est alors un réel dans [0 ; 1], a préciser. Nouslkions bien sar qu'’il soit optimal en

by

un certain sens. Nous nous heurtons alors encagefaia a un probléme de subjectivité : pour
résoudre ce probléme, il faut considérer un modélest un point clé de l'estimation dans les
domaines : étant donné la faible information digiplen le modéle est la solution pour prétendre s de
résultats fiables. Nous devons trouver une liaisatre les différents domaines, au regard de la
variable d’'intérét, qui nous permettent de donmer lbonne estimation.

2.4 Estimation basée sur un modele

On suppose alors Ie[syk /kDU} aléatoires : on noté la loi jointe de[yk /kDU}. Nous disposons
donc de deux sources d'aléatoires : le plaat le modéleé . Les espérances, variances et écarts
guadratiques moyens seront suffixés parpour le plan eté pour le modéle. Une hypothése

importante est que le modéle et le plan sont inddgets, on parle alors de plans non informatifs, ou

neutres Dans cette optiquet, et y sont des variables aléatoires. Nous ne parlong s

d’'estimateurs de ces quantités, mais de prédict@uralors d’'estimateurs dét, ou Ey .

Pour 'estimation d’'une variable d’intérét du typmyenne, nous présentons deux approches
principales : une bayésienne et une reposantesuploi de modéles mixtes.

2.4.1 Méthodes bayésiennes
L’article séminal est celui de Fay et Herriot d&29dans lequel ils présentent leur estimateur
composite. L'intérét principal de I'article vienedte qu'il est le premier & poser un modeéle de lien

entre les différents domaines, dont se déduit sl¢ument le coefficient de moyenygde
I'estimateur composite.

L’approche de Fay et Herriot lls considérent le modéle :

0d=1...D,0k0S,, Yu|O, ~Nin(b4.08) et 0=(6,,...0,) ~N(Xp.7%ld})

! C’est le cas le plus souvent, mais pas toujousst:gxemple si I'on réalise deux sondages, etesie |
individus tirés au second tour dépendent des Vagakcoltées au premier passage. Une autre
hypothese souvent faite en pratique est celleidgdpendance dg, .
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ou lesy,, sont indépendants deux a deux (entre domainessaia d’'un méme domaine). La matrice
X =(X,,...Xp) de taille Dx p (D > p)et de rangp contient toute I'information auxiliaire, que I'on
suppose connue au niveau du domaine. De méme; leent connus, tandis quedR ? et 7°sont &
estimer. Les paramétrgset 72 sont des hyperparamétres du modéle bayésien.

Du modéle découle la forme de I'estimateur bayésien

o  _ ., no? _

d

0d=1..Q J; =

2 2 d 2 2
oy tngT oy +ngT

Dans cette expression, il reste deux paramétresimis, 5 et 72, & estimer. Fay et Herriot utilisent la
méthode ANOVA pourr?. Et pour, on prend le BLUP calculé avec #éjuste obtenu. L’estimateur
que nous obtenons finalement est composite : ciest moyenne entre I'estimateur diregf, et

I'estimateur synthétique<'y S . Le poids accordé aux deux composantes déperidjdstement du

modéle de régression : I'estimateur synthétiquengoids d’autant plus important que le modéle
ajuste bien les données. C'est une idée trés imup@it que nous réutiliserons pour I'estimationale |
fonction de répartition.

Ghosh et Meeden Ghosh et Meeden suivent une approche simitaiFay et Herriot, a cela prés
gu’ils tiennent compte du plan de sondage. Imgioint, Fay et Herriot modélisait I'échantillaf, &
la maniere des statisticiens "classiques", saris ¢empte de la particularité de la sélection. Cs
gu’essaient de corriger Ghosh et Meeden, en camsitike modeéle suivant :

0d=1...D,0k0Uy, Yal8, ~Npa(6s,0°)  0=(6,,...0,) ~N(uly,77ldp)

Dans ces deux loigz?, 72 et ¢ sont inconnus.
L’estimateur bayésien, pour ce modele, est :

B 195,) =1 (neFs + (Bott + 0= By)Yas (N =) ©
d

oUB, =M /(M +n,)avec M =¢?/r?>.Comme pour I'estimateur de Fay et Herriot, nousods
maintenant pallier I'ignorance de?, 2 et . Pour cela, ils proposent eux-aussi des estimstdeir

type ANOVA pour o?et r2. Etils en déduisent une estimationzdequi n’est en fait qu’un BLUP
(mais qui dépend des composants de variance, a3timé

L’approche de Ghosh et Meeden améliore le modeléay et Herriot, en cela qu'il tient plus compte

du plan de sondage. Ces deux modeles font appah&drie bayésienne. Mais nous pouvons aussi les
réinterpréter en termes de modeles mixtes.

2.4.2 Modeéeles mixtes

Il nest pas question de faire ici un exposé sarr@deles mixtes. Nous nous contentons de les
présenter brievement.

Présentation Les modeles mixtes sont I'extension du modél@alire lorsque non seulement
I'espérance de la variable d'intérét est linéaireie parameétre inconn{,, mais aussi sa variance :
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r
CAORP, 6OR" /E(y)= X8 V(y) =D 6,F,
j=1
Généralement, on écrit un modéle mixte sous ladarm
y=XB+ZyNv,+..+Z Vv, te (4)

oll yUR™ est un vecteur defy, /kOS}, X :nx pest la matrice des covariabieslle est connue,

B est un paramétre dR ® inconnu. Lesv, OR% (i = 1...,g) et eJR "sont des erreurs aléatoires, que
'on suppose non corrélées. Ave& =(Z,,...Z, et) v=(v';,..v}, ), le modéle s'écrit
y = XB + Zv + ¢ . Nous supposerons dans la suite quevlesont non corrélés deux a deux.

OnnoteR=V(g) :nxn etG =V(v,):q x¢q . Auquel casqzzin;lqi ):

q
G=V(v) =diag(G):qxq et V=V(y)=ZGZ+R=) ZGZ +R

i=1

La seconde hypothése des modéles mixtes est gisie&d = (4,,...,6,)'tels que :

ou les F; sont des matrices connues.

Dans la plupart des cas, |€3 et R sont des matrices proportionnelles a l'identitédidérents

niveaux de hiérarchies, comme nous le verronsgpsuite. Dans ce cas, les composants de var@nce
sont les variances de chacun des termes.

Il existe plusieurs méthodes pour estimer les patas linéaires et les composants de variance, nous
ne les détaillerons pas ici. Le lecteur intéressévera toutes les précisions dans le livre del&ear
McCulloch et Casella "Variance Components", cheleWi

Prévision Nous souhaitons, par la suite, prévoir une végial®atoire de la forme=A'g + 4'vOR,
ou AR et pOR “sont connus. Pour cela, nous procédons en deugsétap
- Supposons que les composants de varighseient connus, alors nous trouvons le BLUP de

t, ou plutét, le pseudo-BLUP, not§d). Notons qu'one ne trouve de BLUP deu’a
I'expresse condition qud' B soit estimable.

- Nous estimons ensuite les composanfegar @, et nous prenons pour prédicteur tle
t={(9).

L’estimateur finalt~(63 n’est bien sar plus le BLUP dg on I'appelle néanmoins le BLUP empirique.

Il est important, et difficile, d’évaluer les perfnances de ces deux estimateurs. Nous renvoyons
notamment a [18], [24], [25] pour les précisions.

Nous donnons en illustration quelques modeéles, powies optiques choisies par les auteurs

Littérature

2 Nous ne précisons rien de plus : si elle est die pang, alors c’est une régression. Sinon, ciestanalyse de variance ou
de covariance, et on prend une inverse généralisées contraintes.

Estimation d’une distribution pour un domaine 9



Fay et Herriot, 1979 Nous avons déja introduit ce modéle. Les auteurbamaient pas introduit
comme un modéle mixte, mais comme un exemple daaer Bayes empirique. Nous I'écrivons
toutefois ici sous une forme de modele mixtes :

Od OkOSy, Yg =0 &g 0U 8y =Xy B+Vy = Yy =Xy B+Vy +eg,
ou les deux erreurs,, ~(0,0°) et v, ~(0,0°) sont non corrélées. lls supposent &$ connus,

auquel cas il ne resterait plus a estimer que dfficent de régressiofi et le composant de variance

r2.

Dempster, Rubin et Tsutakawa, 1981 Leur modélisation est hiérarchique, ou en plusieiveaux
(les multivel models de Golstein), en ce sens ol tésonne par "niveaux”. En premier lieu, au nivea
individuel Od OKO Sy,  Yg =X'g Bg *+ €q -Puis au niveau du domaingdy = 8+ v

On arrive donc au modéle final :

0d OKOSy, Yo =X'ae B X g Vg + g

Battese, Harter et Fuler, 1988 C’est le premier modéle mixte présenté comme tel
Od OKOSy, Yok =X'a B+ Vg + g

Prasad et Rao, 1990 lIs prennent le modéle de Battese, Harter deFwén travaillant, comme Kott,
non pas sur un estimateur de modeéle, mais suistimageur de plan (I'estimateur de Hajek).

Approche modéle et plan Kott avait déja proposé cette solution qui congistapartir du modele, a
déterminer, dans une classe d'estimateurs de pestimateur optimal sous le modéle. Mais ses
résultats ne semblaient pas convaincants. En 12@&ad et Rao [30] ont repris cette idée pour le
modele simple, en s’intéressant a I'estimateur deld

Nous avons déja considéré le modele :
Od=1..,D, OkOS;, Yau =XwB+Vy +eg 9)
ou lesv, sont iid (0,7%), indépendant des, iid (0,0%). La matrice X :nx pest connue 3 ne

I'est pas, nous devons I'estimer, de méme que desposants de variancé =(o? r?) . Dans la
section précédente, nous travaillions directements modele. Mais ici, nous nous restreignonsea un
certaine classe d’estimateurs : considérant ledspie sondage, , nous réduisons le modéle (9). Soit

en effet y, :std yk/"k/zEsdl/"l I'estimateur de Hajek dey, alors nous considérons le
modele :
O0d=1...D, y4=X4'B+Vvy +éey

ol les variableg, sont indépendantes, centrées, de variange o> > w; ol w, =T, /> ™.

& OSq

Nous connaissons la forme du speudo-BLURKGE + v, :

2

=Xy B+ 1-74)(Vy - Xy B)
N g

ou yy =—,—— et B est l'estimateur GLS d8. Comme précédemment, on estime ensuite les
o5 +T

composants de variance, et on remplace dans las®ILUIP 52et 72: on obtient ainsi I'estimateur
BLUP speudo-empirique. Dont nous devons approchisrgstimer la précision.
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En procédant ainsi, on espere se protéger congemauvaise adéquation du modele aux données.
D’un point de vue historique, cette préoccupatisnrécente. En statistique d’enquétes, la robuestess
est la capacité d'estimateurs de modele a résitate mauvaises spécifications du modele.
L’estimateur par régression classique est robuastes ce sens, puisqu’il est approximativement sans
biais, sous le plan, et consistent, sous le plams sle simples conditions sur le plan de sondage (e
plus spécifiguement sur les probabilités d’inclasiaux premiers ordres) et sur la population
(typiquement, convergence des deux premiers mojnétasr plus de détails, [22], [26], [4],[40].

En conclusion, il semblerait que les modeles migtag un outil redoutablement adapté au traitement
des domaines. D’autant plus que nous avons réusgégrer I'information du plan de sondage et

'information auxiliaire avec la modélisation mixteCette approche a connue un trés fort

développement récemment, et pas seulement potim&asn dans les domaines, mais aussi pour
d’autres problémes liés, tels que les mesures@épélans le temps.

Néanmoins, l'estimation des fonctions dites linésirest d’'un ordre de difficulté différent de
I'estimation des fonctions non linéaires pour ummdie. La contrepartie est que linformation
obtenue est beaucoup plus riche : connaitre |latiiibn est beaucoup plus intéressante que coenait
uniquement la moyenne, par exemple.

3. Parametres non linéaires

Nous nous intéressons donc ici a I'estimation déotection de répartition d'une variable aléatoire.
Nous procédons en deux étapes: dans la premiéus, présentons la méthode de Chambers et
Dunstan d’estimation de la fonction de répartitigui est valide dés que la taille du domaine rpest

trop réduite, ainsi que celle de Rao, Kovar et MarCes deux méthodes ne sont pas propres aux
domaines, mais nous croyons utiles de les cites da@melopper complétement la méthodologie des
auteurs pour plusieurs raisons. En premier lieur pappeler 'opposition modéle et plan. Mais aussi
pour montrer 'adaptation nécessaire des technigaas I'estimation dans un domaine, qui est, dans
le cas de I'estimation de la distribution, biengplonportante que dans le cas d’estimation de majenn
ou nous avons vu que, si les techniques différaalgs étaient sur le fond relativement similaires
mais seulement adaptées aux domaines. Autrementedit dans le cas le plus complexe que se révele
toute la difficulté et la spécificité de I'estimati dans les domaines. Nous proposons alors notre
modélisation, développée avec Jean-Claude Dewuilld a@boratoire de Statistiques d’Enquétes du
Centre de Recherche en Economie et StatistiquBmisiee, qui permet de s’affranchir de la contraint
sur la taille de I'échantillon. Mais avant cela,usocommencons par présenter le probleme, pour
expliciter sa spécificité.

3.1 Présentation
La fonction de répartition de la variable d’intésétdans la populatiok) est :
1
OxOR, F (X)Z—Zl{yksx}
N kU
F,(X) nétant est rien d'autre que la moyenne de laatdei 1y <4, Nous pouvons utiliser

I'estimateur de Hajek, dont on sait qu'il est maill pour estimer les proportions (ce qui est leicias
F, (X) est la proportion d’individus ayan, inférieur ax) :

1
st;kl{yksx}

1
ZMJSTTk

OxOR, F(X)=
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Une approche trés similaire consiste a utilisenoyau au lieu de l'indicatrice. Mais on gagne

peu avec un tel estimateur, par rappoﬁ aD’autant que se pose encore le probleme du adela
fenétre (on sait que le probleme du choix de n@giunégligeable, en pratique).

F est donc le meilleur estimateur que nous pouvdmsndr sans utiliser ni information auxiliaire ni
modéle de superpopulation. Une étape supplémergadté proposée par Chambers et Dunstan, qui
suivent une approche basée sur un modele que halisréns dans la section suivante.

Rao, Kovar et Mantel ont proposé plusieurs estioratede plan, en considérant que, puisque
F(t)n’est rien d’autre qu'une moyenne, on peut l'estinpdus efficacement en introduisant de

I'information auxiliaire, via un estimateur parrkgression.

3.2 Estimateur de Chambers et Dunstan

3.2.1 Présentation

Leur idée [6] est la suivante : ils commencentgicomposer la fonction entre ce qui est connu et ce
qui ne I'est pas$estU \s):

1
FU (t) =N|:I<IZS1{WSX} + él{yksx}j|

Dans cette expression, une fois récolté I'échantjlle premier terme est connu. Il ne nous rests pl
que le second a estimer. lls font pour cela I'hjipee que les variables d'intéréts sont liés a des
variables auxiliaires selon un modeéle de régressiople Ok OU, vy, =X, 8+ V(X )u, . lls dérivent

alors leur estimateur en approximant le second eswrcde F (t)en respectant le modéle de

superpopulation. Pour les détails, nous renvoyesidelcteurs intéressés a [6].
L’estimateur deF, est alors :

OxOR, FACD(X) =% klZsl{ykSt} +ZZVV|1{M_X|B<t_XkB}

ks 0s V(%) V(%)

ol B=(XV X)XV est lestimateur GLS classique (le choix de la goaton, le choix de
V , n'est pas trés important : ce n'est pas ce quipte au premier ordre, cf [35])
Pour ce qui est de ses performances, on montrerfamit que si legy, sont exactement égaux aux

X B (etsila somme dew, vaut 1), anrslfCD = F, . Les propriétés a distance finie de I'estimateur n

sont pas évidentes pour le modele linéaire, onng geu d’espoir pour la formulation générale, sans
spécification particuliere du modéle de superpdmiaautre que les hypothéses formulées par
Chambers et Dunstan.

Néanmoins, I'estimateur CD repose sur un modelgucest assez sensible, peu robuste. Rao,
Kovar et Mantel ont proposé des estimateurs de, plant nous avons vu qu’ils étaient préférables,
dans un premier temps.

3.3 Estimateurs de Rao, Kovar et Mantel

Les auteurs reprennent une remarque de ChambBrsstan : "it is not obvious how either the radio
or regression estimation concept can be sensiltBndrd to estimation df t (ynder a design-based
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approach". Comme nous l'avons déja precise, poaguhtOR, F(t) n'est rien d'autre que la
moyenne de la variable d'intér&t, . Par conséquent, pour peu que I'on dispose d'nfeemation
auxiliaire, on peut I'utiliser pour améliorer I'asiation deF , a I'aide de techniques classiques.

Placons-nous en effet dans le modéle de régressmmsidéré par Chambers et Dunstan:

Y. =X B +02u, , ol lesu,sont iid (0,0° )(souvento? = v(x, ). Nous pouvons alors incorporer

l'information auxiliaire 1{xﬁ<t} dans I'estimation dé . Nous disposons alors de I'estimateur par le
B

quotient (ratio)lfq t( ) défini par :
1
Dics . Yowsi

1
z ms;k 1{in?ﬁt}

A 1
Fq(t)—ﬁgl{kkﬁst}
et de I'estimateur par régressidﬁp(t) :

ias 7l s7T

IEr (t) = %{Zij{ykst} + (%1{’%/%4 B ;il{xkiggt}j}

. -1
. . - X o
Dans cette expression3 est I'estimateurt-BLUP : ﬁz(zxk—"zj zxk—ykz On peut bien sQr
s 700k ) s Ok

prendre le BLUP (les résultats sont similaires).

Comme toujours, nous souhaitons éviter le recoymioe au modele, ou tout du moins, nous
espérons que nos estimations ont de bonnes pigprigtiépendamment du modéle. C’est le cas,

puisque, sous le plan, nos estimateégst e@)lfr (t) sont sans biais (approximativement pour le
premier). Pour continuer avec les propriétés simpleus pouvons remarquer qﬁ@et Ifq sont calés

sur la variable auxiliaire : siy, est réellement égal § 3, alorsFy,F, =F .

Si nous espérons que nos estimateurs sont borgeind@nment du modéle, nous pouvons néanmoins
nous poser la question de leur performance lortgu@deéle est bon. Et 1a, nous avons un probleme,

car méme siE (y,)=x.[Set Em(,@) = [, nous n'avons pas pour autaﬁh{ykst})zl{wst}, et donc

nos estimateurs ne sont pas sans biais, mémespap@dtiquement, sous le modele. Les auteurs
proposent de remédier a ce probléme (sans pourtaaerifier les bonnes propriétés sous le plan).
Nous renvoyons le lecteur a [32] pour les hypoth&senpletes permettant de dériver I'estimateur :

ﬁrm (t) zﬁlzkl;sﬂikl{yksr} +(§Jék _Ziékcjj|

ws/l
1 U
lejs;ll W X8 _t-Xf ZESZ-lel % XB_t-Xf
LA _ of  or A _ o ot
ou: G, (t)= 1 et G, (t) = p
il Tk
ZES 77] ZDS ]Tkl

F...(t) est sans biais sous le modele et sous le planpxdpmtivement. Cet estimateur n'a aucune
raison pour étre croissant, mais dans un souasldérence, nous en prenons une version croissante.
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L'inconvénient majeur de cet estimateur est le wes@ux probabilités d'inclusion au second ordre,
qui sont souvent inconnues. Nous allons mainteoamiparer cet estimateur a celui de Chambers et
Dunstan.

3.4 Comparaisons

Les comparaisons sont sans appel : I'estimateuCldembers et Dunstan est bien meilleur que
I'estimateur simple (de Hajek) ou que ceux propgsés Rao, Kovar et Mantel. Tout du moins,
lorsque le modele est bien spécifié. Mais, danpréique, on commence par chercher un modéle
crédible, et une fois trouvé, on peut étre sir ltpstimateur de CD construit avec ce modeéle donne
des estimations plus fiables que les autres.

Avec ces différents estimateurs de la fonction épartition, nous avons une estimation de la

distribution de la variable d'intérét dans toute depulation. Si nous voulons le méme genre

d’'information pour le domaine, il est difficile gocéder de la méme maniére, du fait du manque de
données : que faire avec quelques points ? Nousopsuchercher une réponse dans I'estimation
synthétique. Ainsi, notre estimateur de la fonctdm répartition du domaine tiendrait compte de

I'estimation dans le domaine et de I'estimation ptaute la population, et le degré de mélange

dépendrait de la ressemblance entre la populatiend®maine. C’est cette idée que nous développons
dans la section suivante.

3.5 Estimateur par famille exponentielles généradées

3.5.1 Introduction

Nous souhaitons estimer la distribution d’'une Masgal’intérét dans un domair, de la population
U . Nous pouvons voir ce probléme comme I'estimatiome loi conditionnelle : soit en eff¢iX,Y)

un couple de variables aléatoires,>oast la variable d'intérét, quantitative, ¥tla variable du
domaine, catégorielle. On no{&...,D} les difféerents domaines dk. En notantf, . la densité du

couple, nous nous intéressons a I'estimatiorf de f 4

Nous pouvons alors voir le probleme sous deux aspiféérents. Nous pouvons en effet écrire :

X
f,00 =21, 0,
d
ou p;(xX)=P(Y=d|X=x) et PBL=P(Y=d). Ou alors, siFet Fssont les lois marginales et

conditionnelle & =d de X, dF, =dde, auquel cas nous identifion~, /dF a p, /P, .
dF

A notre connaissance, aucune technique spécifique Ifestimation de la distribution de la variable
d’'intérét dans un domaine. Nous exposons ici usbnigue, basée sur les propriétés des familles
exponentielles.

- Co dF, < e :
Nous proposons de modéliser cette densité mconng@s:—d:& a laide d'une famille

dF P,

exponentielle généralisée?%~%:%)™ Nous fixons en effet, pour chaqde un jeu de fonctions
@R - R% @,(6,) estalors une constante de normalisation :

®,(6,)=log jReHdv'%'VdF
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et v est une fonction assurant qEE:lP(Y =d | X)=1, autrement dit v = Iogzzzlegd%’“’dwd) .

3.5.2 Modélisation : approche synthétique

Présentation La modélisation delF, /dF = p, / P, que nous utilisons est la suivante :

gd :egd"%_qjd(gd)_v (10)
ou d)d(ed):logj‘egd'%‘vdF et v est telle queZE:lPdgd = 1Tel quel, ce modele n'est pas

identifiable. Notons en effet(v) = IogJ'ef’”*"dF pour marquer la dépendance enalors OcOR,
®(v+c)—(v+c) =d(v) —-v. Nous rendons le modéle identifiable en imposenat contrainte linéaire
sur v, du type '[e‘VdF =1

On noteG, = g,dF l'approximation, mathématique, d&,. Nous verrons dans la section suivante

I'estimation de (10), c’est-a-dire la seconde agpnation, statistique. Ce modeéle (10) tire parts de
facilités de calcul des familles exponentielles :

- 0P
¢d(0d)__d_j¢dgddF Eg, (o)
. 9°d
Dy (6y) = Y a;t ='[(¢)—Equo)Dszd = Vea (@)
a004

On cherche alorg, qui minimise la distance dg,a dF, /dF . Notre objectif étant la distribution
G, plus queg,, notre critére de distance est I'information delback :

minID (dF, /dG,) ol ID (dP/dQ) = jlogg—Pg—ng

Par conséquentg, est solutlon du programme d’optimisation :

rr;axj(ed @y - D, (6,) -V)dF,
AN J

VY L,
Une condition nécessaire pody maximiseL, est:
Er (@) =Eg, (&) (11)

Si @, (x) = (xx?)" cette équation signifie que les deux premiers nmisneont les mémes, dans le
domaine et avec le modele.

Estimation Nous présentons cette phase en deux temps : dapsemier temps, nous procédons
comme siv était connu. Puis nous intégrons l'ignorancevd@ar un systeme itératif.

Supposons donc connue la fonction de correctiobajgodev . Dans I'équation estimante (11) :
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Ni Z(”d (Vi) =I%dFd :j(”dde = I(”dgddF =%Z¢d(Yk)gd (Vi) (12)
KU

d kU,
F et F, sont inconnues, et donb, et g, = e% % ®%)™ gussi. Remarquons qus, est inconnue
de deux fagons différentes : p&y et part ®,. Pour linstant seul®, nous importe. Et nous

estimons, en remplacadf par dF , et dG, = g,dF par déd = QddlE .
Avec Ifd et F,on estimed, et g, (a 8, pres, donc) :

ng' &)d 6,) = |Ogj.ef7d.-(/h —lef - |ngwke9d-(ﬂd(yk)—v(yk) d’ou @d — egd-%_éd(gd)_v (13)
K0S

Pour le membre de gauche de (1E}, (@) = N(]lzkEU @, (y,), nous pouvons utiliser I'estimateur
d

direct EF‘d (%)=Zm W@ (Y )- Il est direct car les seuly, nécessaires a son expression
appartiennent au domaine. Nous pourrions ausssartides estimateurs a la Fay et Herriot [21],
comme nous I'avons vu précédemment.

Finalement, au lieu de prencli‘gd (@) pour estimerE (¢, )on utilise un estimateur synthétique de
modéle, du typeyngd +(1—yd)45 ou qbd =EF‘d (@) et gZ:Eﬁ(gac, ). On note gZdS cet estimateur

synthétique. Dans la pratique, les pojgssont aléatoires. Pour I'estimation de varianceabaoutit &
la méme formule que précédemment, a cela prés epi@driances ne sont plus de plan mais de
modele. Ce qui pose le probléme de I'estimatiotaderiance dey; , complexe lui-aussi [30] [18].

Nous en tirons alors une estimation de I'équatstimante (11) :
&ds = J'%gdd'f = sz% (¥i) expBy - (Vi) = Py (B) ~W(¥i)) = Eg (%) (14)
KJs

Soit finalement :
Z Wkwd (yk )egd-wd()’k)_v(yk)

(;s — kas
d zwkeﬂd.wd(yk)—v(yk)
KJs

D’ou nous tirons une estimation @ .

Néanmoins, dans la pratiquegst inconnue. Nous procédons alors par étapesrPaegv® = Q on
estime un premied" , avec (14). Nous obtenons donc le premier termg deexp@".¢,). Nous

cherchons alorp (9d et vV tels que :

- gy =% %) 5oit une densité par rapporfa

- gy vérifie ZE:IPdgd =1

Nous traduisons ces deux contraintes par le systéme
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0d w. @0 ()=®a (@)= = 1
' s KT o
OkOos D Fée‘gd-(ﬂd(Yk)_q’d('gd)_V(Yk) =1
' d=1

Nous voyons que ce systéme n’est pas linéair® g@,) ni en v(y, ). Nous retrouvons un probleme

similaire au raking ratio : caler le tableau d&s%™)sur les marges 1, avec les deux systémes de
poids w, et P, . Le calage sur marges est tres rapide en caleslntultiplicateurs nous donnent alors

®y(Gy) et vy )-

La fonction v obtenue ne vérifie a priori pas la contrainte efitification du modele,f (v) =c, ou
f est une fonction équivariante par translation ¢gist une constantef(v+c)= f(v)+c). Par

exemple, f(v)=—|ogJ.e"’dFet c=0. Pour ce faire, il suffit de prendrev— f(v)+c et

®,(,)+ f(v)-c. Aprés cela, nous disposons @8, ®9(4,) et ¥¥. On recommence jusqu'a
convergence.

Finalement, I'estimateur de la fonction de répiantiest :

OxOR, FAd (X) = Zwk 1{yksx}e‘§d-¢’d(Yk)‘d’d(éd)—Q(Yk) (16)
KIs
Il est bien positif, croissant, et vérifie, (-0) = , G (+e0) = 1.

Pour I'estimation de la densitélF, /dA, on peut utiliser deux méthodes. Dans la premigmeutilise

dF . , .
la formule dF, :d—FddF. Le premier morceau est connu, nous nous somniexé&s de I'estimer

dans la section précédente, et pour le second, pougons utiliser un estimateur de la densité
classique, car il y a suffisamment d’observati@s.obtient donc finalement :

OXOR, f () = el 09=®a(6)-900 3 W Ky (X ¥,)
KIS

ol K, =h™K (./h) avec K un noyau de Parzen é&tla fenétre (dont le choix est ardu). Un autre
méthode consiste a régulariser I'estimation (12pide d’'un noyau régularisant (cf [9], section)11

Estimation de variance Pour des raisons de lisibilité, on omet I'indisdomaine poué ,¢ et ®.

On cherche une estimation de varianceédeaprés convergence de On procéde par linéarisation.
Soit 0’ la solution de I'équation estimante (11), alors :

PO =0 (F)+D (O )O-6)+06-6")
—6-6 =o' @) [0 @ -0©)
D’ou I'approximation de la variance :
Av@) =[o" @) Vo' @)e @)

6.9-P(6)-v

Estimation de V(fb'(é)) Pour la clarté de I'exposé, on nogg =e , pour le domained .

Alors, pour estimerV(QJ'(é)), on procéde comme suit m'(é)zj'(;eé"’*q’(é)"’dF, or par
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constructiofi: g,dF =dF; ; ensuite; comme précédemment, nous estimBps(¢) par g}s.
Finalement, nous prenorzfsr,S pour pallier I'ignorance dé& 0,0 (.

Nous nous ramenons donc a I'estimation de la veeiale modéle de I'estimateur synthétiq}ﬁe qui

dépend du modéle de superpopulation utilisé. Omuvem dans [3], [28] et [29] plusieurs
modélisations possibles. Signalons néanmoins féntgarticulier de [30], ou les auteurs introdutsen
le concept de robustesse : I'estimateur constragé sur le plan, résiste aux mauvaises spéaificati

du modele.

Estimation de ®'(8°)  Comme précédemmend, (8" e}t égale a la variance gesous la vraie
loi g, dF du modeéle. Pour I'estimation, on approchg dF par dF,, d'ol I'on estime®’ (8" par

V,ed (@ :

TN 02 -
®'(0) =V, (@ =] [qo—Eﬁd 0] ", 17§
02
= ZWkd[qﬂ(Yk) - ZWM”(M )J
KIS, 0S4

02
= szdqﬂ(Yk)Dz _[2_ szdJ [zwkdqo(yk)J
KISy KJsy KISy

Le plus souvent, on utilise les poids de Hajef, =7Tk_l/zms m*, auquel casy s, Wea =L €t
d

/,,\* 02
®'(8) = Ve, (@) = D Wig@yi) ™ —[Zwkdqo(yk)J
KISy KISy

Pour un SASw,, =n;" d’ol :

TN

@)= w(yk)“—[nizco(yk)J
d

KOSy d ids,

3.5.3 Choix des variables

Avec l'estimation de variance déd il est possible de tester la nullité du paraméhieen effet la

valeur absolue du ratiéd /\7(t§d) est trop faible, on ne peut considérer que laibligion du domaine
différe sensiblement de celle de toute la poputatia modélisation est inutile.

De la méme maniére, on peut tester si une des canfes d&g, est nulle, ce qui correspond a une

inefficacité de la fonction associée pour amélidestimation de la distribution. Avec cette métbod
on arrive a sélectionner les variables influentes.

3.5.4 Application aux quantiles

% Ou plus précisémentg, dF = dFy , et =6 = 9; = 9, d'ou gzdF = dFy
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Une application immédiate de ce qui précede estifation de fractiles. Soit en effetd]01[, on
cherchet, = F; ¢ ) On retient I'estimateuf, = F;* o ,)si l'on utilise 'estimateur régularisé,
de F, . Sinon, on peut prendre I'inverse de P. Lédy = mf{t D[Ri/Fd (t)>a}

L’estimation de variance de cet estimateur repaseles Ifd choisi. Pour Ifd :std Wig Ly, <} -

Deville [9] montre qu’on peut prendre pour linééeglu fractiled, la variable :

[1{yksfa} -al

Zk =——= ~
fd (ta)

Pour notre modéle, on suit [6] ou les auteurs fogpothese suivante :

~ a- Fd(t
£ =t + i) +0,(Wn) (18)

D’ol I'on tire une estimation de la variance dg :

) £ ) V(E @)
AV(t )=V el |- "\dYa 19
N ( fﬁﬂ} [t o

Et finalement I'estimation de variance :

\7(t1,)=—[—]7A s (20)
‘I:d(tol)2

Conclusion

Ce dernier estimateur présente I'avantage d'utiliséa fois le domaine et le reste de I'échantillon

C’est un gros avantage par rapport a des versamaels, ou directes, d'estimateurs plus classiques

comme celui de Chambers et Dunstan. Par ailleure fait pas I'hypothése de modeéles forte, qui
serait par ailleurs d’autant plus difficile a véeif que la taille de I'échantillon est petite. Enfvia
notre estimateur, nous pouvons réemployer des itpobs utilisées pour I'estimation de fonctions

d’intérét plus simples, puisque I'estimation dugmeétre de dimension finie repose sur une équation
estimante, qui égalise deux moyennes de domaireesulte de ce travail consiste en partie en la
réalisation de simulations, permettant de compater des exemples précis les performances de
différents estimateurs. Nous aimerons aussi voimroent ces différentes techniques peuvent étre

appliquées a des cas pratiques. Il existe un peétédl’'Insee, pour I'estimation de la non-insddpt
électorale dans trois zones urbaines de Bretagne.
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