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| ntroduction

Nous voulons estimer des statistiques complexes qui dépendent de dusieurs variables mesurées sur
des échantillons différents. C'est par exemple I'évolution d'une statistique complexe quand les
échantillons sont observés a différents instants. |l s agit alors d’ enquétes répétées dans le temps et
étudiées par Cochran (1977) dans le chapitre "Sampling on two occasions', Kish (1956) et Tam (1984)
et plus récemment Sarndal et al (1992), Caron et Ravalet (2000), Hidiroglu (2002). Quand
I"information auxiliaire est utilisee pour améliorer les résultats, de nouveaux estimateurs composites
ont été proposés par Bell (2001), Fuller et Rao (2001), Singh, Kennedy et Wu (2001). Ils donnent
également leur application dans certaines enquétes.

On propose ici une méthode en deux éapes: dans un premier temps on linéarise la statistique
complexe par la fonction d'influence (Deville 1999) ; le paramétre d'intérét est approximé par une
somme pondérée avec des poids qui dépendent des échantillons impliqués. La deuxieme étape est
consacrée a la recherche des poids optimaux, c'est a dire tels que la variance de |’ estimateur soit
minimale. On donne ains une analyse générale du probléme a "deux échantillons" en introduisant une
nouvelle classe d’ estimateurs composites. Notre étude peut s appliquer a I’ estimation d'un ratio en
présence de non-réponse partiele ou pour I'estimation du coefficient de régresson quand
I’information auxiliaire est disponible sur un ensemble d'individus et notre variable d'intérét est
connue seulement sur un sous-ensemble de celui-ci. L’évolution d autres fonctions non-linéaires de
totaux plus compliquées, comme I'indice de Gini par exemple, peuvent ére estimées par cette
approche.

Cet article est structuré de la fagon suivante : la section présente un court rappel sur les fonctions
d'influence (Hubert 1981) et sur la technique de linéarisation par lafonction d’influence introduite par
Deville (1999) dans le cas d'un seul échantillon. Nous proposons ensuite une extension de cette
méthode a deux échantillons. La statistique complexe est approximée par une combinaison linéaire de
totaux avec des poids qui dépendent des deux échantillons. La section 3 est consacrée a la recherche
des poids optimaux au sens de la variance. Plus précisément, on définit dans la section 3.1 un plan de
sondage multidimensionnel; le cas bidimensionnel est décrit plus en détail. Dans la section 3.2 on
donne les probabilités d'inclusion de premier et deuxiéme degré bidimensionnelles. Ensuite, dans la
section 3.3 nous trouvons le mellleur estimateur de type Horwitz-Thompson pour un paramétre
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d'intérét Z quand I’information provient de deux échantillons différents s et s,. Un estimateur de la
variance est également donné. Afin de contourner les difficultés provenant du fait de considérer un
grand nombre de parametres, on propose dans la section 3.4 une réduction de leur nombre. La section
3.5 donne des résultats pour I’ estimation d’un ratio pour un plan de sondage particulier, le sondage de
Bernoulli bidimensionnel et conditionnel alataille.

1. Linéarisation de statistiques complexes par la fonction
d’influence

Soit T ={t,t+1,...t +T - 1} unensemblefini de dates et pour chague t on considére une population
U ={1,...k,....N}

gue I’ on suppose, pour I’instant, la méme pendant les T tirages, (on néglige dans un premier temps les

naissances et les morts). A chaqueindividu ki U , nous associons le vecteur x, deR% oliq=p" T,

p estlenombredevariableset T est e nombre d'instants de mesure. On note y, =y, (xk)T R' la

valeur de la jéme variable pour Iindividu k aux différents instants. Enfin on note y;,, la valeur de

Y al’ingtant t.

On considére la mesure M sur RY qui attribue la masse 1 pour chague éément de la population.

Supposons que le paramétre d'intérét q (un indice par exemple) est une fonction linéaire ou non, de
totaux :

q=j(ty ..ty ) t, = é_ Y« pour j=1,...,p
U

Le paramétre d'intérét q S écrit comme une fonctionnellede M :
q =j (c‘)yldM;...;c‘yde).

Dans la suite on considere T=2, q=(, 4,,,) - Soit g, =Q(M),q,,;, =S(M) les vaeurs de la
variable d'intéré q aux instants t et t+1. Elles sont estimées gréce aux échantillons s, 1 U a
Iingtant t et s, 1 Uent+1. Soit I\A/It I"estimateur de la mesure M al’instant t qui attribue un
poids w , pour tous les éléments kT s et zéro au reste de la population. Un estimateur naturel pour
lafonction Q(M) est I’ estimateur par substitution Q(I\?It). De maniére similaire, al’instant t +1, on
définit un estimateur I\A/IH1 de M et S(I\7It+1) I’ estimateur par substitution de S(M). La fonction
d'influence au point x d’'une fonctionndité F (M), s ele existe, est définie par

IF(M ) =lm Z(F (M +hd, ) - F (M)

Pour une statistigue Q homogéne de degré a , Deville (1999) montre, sous certaines hypothéses
générales, que I’ estimateur par substitution vérifie larelation :

& 1 0

N-a(Q(I\A/It)' Q(Mt))= é. Zk,th,teli ) é Ly +Op W(S)é

Ku KU
ol e, =1(kl s), et lavariable linéarisée z,, =1Q(M;x,) est lavaeur de lafonction d influence
IQ appliquée a Q et au systeme de points x, . De maniére similaire, on approxime S(M., ;) .
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De plus, la variance de I'estimateur par substitution peut étre approximée par la variance de
' estimateur de Horwitz-Thompson pour le total de z,, :

o

var(N® Q) - Q(M)))@Jargé_ s
St

2

Il est nécessaire d estimer les z,, pour obtenir un estimateur de la variance. Deville (1999) a montre
qu'on obtenait un estimateur consistant en subgtituant  z,, par IQ(I\?It)dans I’expression de la
variance.

Le résultat précédent peut étre utilisé pour estimer la variance de n'importe quelle combinaison des
fonctionnelles Q(M) et S(M), notée F(Q(M),S(M)).
On ad une maniere génerale :
IF(Q(M),S(M)) =F §1Q(M) +F §IS(M)
ol F§ et F¢ sont les dérivées partielles de F par rapport & Q et & S. Notons F =F (Q(M,),

S(I\7It+1)) I’estimateur de F par substitution. En genéralisant le calcul de Deville (1999), on adorsle
résultat :
N-2(F - F) :%é (F§1Q+F ¢1S)W, (S, Sps) - %é (FEIQ+F ¢IS) +0, (1) Q)
U

U

et une approximation de la variance

Var (N2 (F - F)) @varg%lé (FEIQ+F ¢IS) w, (s, ,sm)% @)
u (%]

oll W, (S, ,S.,) pour tous ki U sont les poids a déterminer dépendant a la fois de s et s,,,. Nous
alons pour cela minimiser le critére suivant

Varg%é (F§IQ+F 819w, (s, S)g @

Exemple : estimation d’ unratio

On veut estimer un ratio R=- quand les variables X et Y sont observées sur deux échantillons
différents s et s,. Lalinéariseede R al’expression

Y
X
quand la fonction d'influence de X, IX =x, est connuesur s, etcellede Y, IY =y, est connue sur
s,. Alors,

re = x+iy
k kxk

~ - ¢ 1 0

R- R_%%' ka +7ykgwk(31152)
ol Y 1 g & 1 0
8} Lx =y y+0 60—t 2 4
AL 7% N O Ead(s 5 @

Résoudre (3), revient ici & chercher les poids W, (S;,S,) qui minimisent la variance de (4).
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2. Théorie de type Horwitz-Thompson pour deux échantillons.

2.1 Leplan de sondage multidimensionnel

On sélectionne un échantillon s, dans U, , tT T . Un plan de sondage multidimensionnel est une loi
de probabilité p(s=s,,...,S;)) sur I’espace [P (U)]T (Cotton & Hesse 1992). Il résulte qu’on peut
déduire les lois pour 27 - 1 intersections et réunions de s, dans U,, tT T . Les plans de sondage
P, (S,) sur s, sont définis comme des lois marginales. Pour T = 2, on dispose des lois de probabilité
de s.,5,,5,=5Cs, & s Es, auss bien que les lois des deux "oreilles’ s, =s -5, €t
S, =5, - S,; on note ces lois avec py pour AT {1,2,1*,2* 1E 21*E2*}. Des plans de sondage
usuels comme le panel ou le plan en deux phases peuvent étre obtenus comme cas particuliers. Par
exemple, pour p(s, =s,)=1, on ale panel et |e deux-phases pour p(sz|sl) =0safs s, 1 s.De
fagon concrete, I’ échantillonnage bidimensionnel peut se rédliser de différentes maniéres : tirages
digoints de I'intersection et des deux oreilles, tirage de s, suivi de partage en deux et tirage digoints
de la deuxiéme oreille, tirages coordonneés de divers fagons etc.

2.2 Lesprobabilités d’inclusion bidimensionnelles

Notre objectif est d'étendre a deux échantillons I'estimation de type HT. Dans le cas d'un seul
échantillon , on cherche un estimateur sans biais dont |les poids ne dépendent que de I’ appartenance ou
non d'un individu k a I’échantillon. Si les seuls aléas viennent de I’ échantillonnage, on trouve

I’eﬂimateuréug—kkek ou e =1 (kI s) et p,=Pr(ki s). Aprés avoir défini les probabilités
dincluson dordre deux, p, =Pr (k|1 s) la variance de I'esimateur a pour expression

o

a, é.u Dy g_tg_ll » Dy =Py - PPy

La situation est plus compliquée quand on dispose de deux échantillons ; a chaque unité k dans U
vont correspondre  sept  variables  déatoires  dont  trois  indépendantes eff avec
AT {1,202,1*,2* 1E 21* E2*}. On peut choisir les variables indépendantes parmi 29 choix
possibles. Dans notre étude, on a choisi de prendre comme variables indépendantes e; ,e/?,eZ . Les
autres possibilités peuvent étre obtenues al’ aide des transformations linéaires.

Chague unité k1 U a une probabilité d'inclusion de premier degré notée p{f par rapport au plan de

sondage pj ; ele satisfait p} = E(ef ) avec AT {1*,12,2*} . Dans le cas multidimensionnel, Cotton &
Hesse (1992) donnent une définition pour les probabilités d’'inclusion de premier degré. Nous
appliquons cette définition dans ke cas bidimensionnel et on montre que les quantités ainsi obtenues

sont les mémes p{f données auparavant. Ensuite, les probabilités d’'inclusion de second degré par
rapport au plan bidimensionnel sont données.

Considérons le plan bidimensionnel s=(s,,s,) . Pour chagque unité k dans U nous pouvons définir la
trace de |’ échantillon < sur k, notée tr, (s), comme vecteur d' ééments lestracesde s, et s, sur
I'individu k , c'est adire

s =tr (s)=(s, G {K}.s, C{K})1 {@.{k}" {@{K}.
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Cotton et Hesse (1992) définissent les probabilités d'inclusion de premier degré bidimensionnelles
notées f, (s, ) comme

f(s)= é p(s) pour s, 1 {@,{k}? kT U

sttt (s¢ )

Par exemple, f, ([{k}{k}})= & p(s)= & p(s,.s,)=p™2 et on obtient les probabilités d’inclusion
9t ({kH{Kl) W osi
de premier degré classiques par rapport a la loi de I'intersection. On peut obtenir de maniere

équivaenteles py ,pZ ,p, pour touski U .

Nous alons définir dans la suite les probabilités d'inclusion de deuxieme ordre dérivées par rapport au
plan bidimensionnel s=(s;,s,) . Sait s, ; latrace de < sur le couple (k,I) ou

Sea =try (9) =(s Gkilhs, C{kD T {@.{Kk}.{}{k.1}}?
et notons avec f,, (s,) la probabilite que les individus k,I appartiennent a I'échantillon

bidimensionnel <. Alors, f,,(s.,) al'expression suivante

fii (S¢)) = é. p(s) pour Sk,lT {Q,{k},{l},{k,l}}z

gt ()

Dans le cas particulier ot s, ={{k,I}.{@,k}} laprobabilité (k,1)1 (s.,s.)et (k1)T (s, @) est

folcMo k)= ape= @ res.s)=p.

difki oK) Kilskis s,
Pour les autres valeurs de s, , nous obtenons ;" = E(e, e/*) avec A AT {1¥122+} .

Notons par anadogie avec Sarndal et al. (1992) dans le cas unidimensionnd, D&k'A =|O|§|’A -p f puA
pour tous K, T U . On peut remarquer que les pf),’A satisfont :

-pA* =py, lesprobabilités classiques de second degré par rapport au plan unidimensionnel py ;

- e 1 pl\” généralement, mais py* = pf .

-pour At AT {1*12,2*} ona Dy* =-plpl.

Lamatrice D" pour tous k,IT U et A AT {1*122+*} aura dans la suite la méme signification que

dans le cas unidimensionndl, ¢’ est une matrice de variance-covariance de neufs blocs (D),i,A )k.l N dont
seulement six sont différents.
2.3 Estimation linéaire sans biais optimale

On considére les paramétres d'intérét de laforme Z=fX +yY ol X ed le totd de la variable X
mesurée sur un échantillon s, et Y letotd delavariable Y mesurée sur un autre échantillon s, .
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On estime Z A’ aide d' un estimateur linésire sans biais Z , avec
o [¢]
Z=a (% * Y)W (s,.s,)
U
ou lespoids w,(s,,s,) dépendent alafoisde s, et s,,
W (S.8;) =Wy & +weel +wlel.
Dans s;,0n décompose W en deux poids qui dépendent de la variable d'intérét. Il résulte aors,

5 _ 82 . r o o 2 2 12
Z=a w X taw y+a Wwx +w2y,) ®
K s ks K s,

On propose une reparamétrisation des w, qui va permettre de réduire le nombre de paramétres a
déterminer, tout en vérifiant la condition des sans biais pour Z . On prend w, (s, ,s,) comme suit

o _a o an _f -3

P S W =

i pk pk (6)

iwe _b . 12 _Y - by

f K P

et cela conduit &1’ expression stivante Z

o

A . > O =~

Z =q'diagg...- biHH'T ()
&y 7

e el? e el ~ o fx Hyy, 12
a, =3 &% R =% _ & ty - = DY o2
k pt piz ! k pZ piz’ H-T a.U pi? k

Il existe un grand choix d'estimateurs sans biais parmi vérifiant (7). On va choisir celui qui a la
variance minimale. Lavariance de Z al’ expression

V(Z)=q'Gy +29'g+c
ol G, g matricesde dimensions 2N* 2N, 2N*1 et c=Var(, ;).

On voit que la variance est une forme quadratique en q avec ci R, gl R? et Gune matrice
symétrique positive qui ne dépend pasdeq .

S lamatrice Cest définie positive alors la variance de Z est minimale pour g =- G 'g avec lavaleur
optimale V,, () =V(fy.7) - 9 G'g £V (ty.1) . Montanari (1987) obtient la méme expression pour le
paramétre d’ une régression multiple quand I’ estimateur de la différence généralisée et utilisé.

Le résultat obtenu a un intérét théorique mais pas en pratique, s les dimensions de Cet g sont
grandes, le calcul de g est presque impossible. De plus, ces matrices dépendent de toutes les valeurs
inconnues y, , x, pour tous ki U .
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On peut obtenir également une formule de type H- T pour la variance de Z qui permettra d’en
déduire un estimateur. En écrivant Z de lafagon suivante :

@’ 0
7 =(vect) Ce* +
12 =

€ 5

N
%kxk 0 aEbky
pZ
Pk

Sg 1 +_

Alorslavariable al’ expression

avec (vect) =

) AU LA b )o 2
g pk @-1_

0
B p

aed *oDy® Do
V(Z) = (vect) g:DZ TOoDR? D +(vec) (8)
ngMZl* D}fz le%12 ;

ol chaque Dy* est en effet une matrice detaille N N pour A AT {1x122+}.

L’ expression (8) est analogue en deux dimensions de la variance d’ un estimateur HorvitzThompson.

On a neuf blocs de variance-covariance (Dﬁ}A)le U pa rgpport & un seul pour le cas
unidimensionnel classique. On va utiliser |’expression (8) dans le but d obtenir une estimation de la

variance de Z similaire au cas unidimensionnel, ¢'est a dire en fonction des guantités de type
D, = Dk' . La situation est plus compliquée a cause des termes de covariance. Les produits croisés

comme é a D.” X‘l‘ RN , peuvent étre estimés seulement dans I’ espace de I'intersection S,. On
KuIiu Py |
, Di* xk Y
obtient J pour A AT {1x122*} . Pour estimer les termes restants, on procéde de

Ks,lis, Pic pe Pl
lamaniere suivante : les sommes doublesen X sont estimées sur S, et cellesde Y sur s, . On obtient

A
A DAl f\ yA pour A AT {1*12}etaaDZ\ X}; Y pour A Al {12,2+}.
Kslis, Px Pk P Ksls pk Pk p|

2.4 Réduction du nombre de paramétres

Comme on I’ a précisé dans la section précédente, le fait de considérer beaucoup de parameétres réduit

considérablement les possibilités de dériver leurs expressions et implicitement, la variance de Z . Une
réduction du nombre de paramétres est proposée dans Deville & Goga (2002). Tout d'abord est

considéré le cas quand les N valeursde a, ,b, sont stratifiés dans H classes, respectivement J, suivi
du casextréme quand a,_ = a pour tous ki U et b, =b pour tous kT U ou a,b sont des constantes.
Pour cette derniere situation, (7) devient

Z=a(X* - X 12)+b(\?2* -Y2) +1,
=(a, b)g +tH T ©)
XYYy 12

avec X a=X"- X2,y R=Y% - Y2et f, . gardelaméme expression é e,
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En notant ? =(a,b)', lavaleur optimale ?,, =- G 'g ou

_ aa'ag_gs’/(f(l* - X*) Cov(x'a,y' R)Y

G=V + N (10)
€y R &Cov(x'a,y' B) V(YZ - Y¥) 5

gx'adg. O acov(x'at,.)o
9=C0V§g .Bi,tH.T?é T
y Bg g &Cov(y' Bty 1)g

Il en résulte que dans ce cas ?,,; dépend des termes de variance et covariance qui peuvent étre estimes
dans certaines situations.

2.5 Lecasd un sondage de Bernoulli bidimensionnel conditionnel alataille

des;,s;, S,

On tire un échantillon bidimensionnel de Bernoulli s=(s;,s, ) consideré comme un cas particulier
d'un sondage de Poisson bidimensionnel introduit par Cotton & Hesse (1992). Comme chague
échantillon s ,s, et s, est de taille variable, on va considérer le plan de sondage de Bernoulli

bidimensionnel conditionnel aux taillede s ,s, et s, décrit dans Deville & Goga (2002). On donne
dans la suite la valeur optimale du paramétre g =(a,b)’ quand on veut estimer une combinaison
linéaire Z=fX +yY.

Résultat : Pour un échantillon bidimensionnel de Bernoulli n,,n,,n,,conditionnel aux taille de
S, S, et s, ona
Z=aX" +(f - a)X2+bYZ +(y - b)Y (11)

2 _ -1 _ -1 as
Py = — h;lzh2 éﬁér +ry (- h')S-fh; 9 1)
1-r°hh, &yr2+rf@l- hY)S?t-yhty

ou h, =ir;, h, =2—*z sont les taux de renouvellement, Szé et r estlecoefficient de corrdation. La

variance optimale peut se calculer d' aprés laformule Var,, =Vy.1 - ' Gg ; il résulte une expression
assez compliquée pour la variance, raison pour laquelle on a évité de la donner.

Application al’ estimation d'un ratio
On applique les résultats trouvés ci-dessus pour estimer un ration R=-- quand X est mesurésur s

et Y sur s,. Cette situation peut apparaitre par exemple en présence de nonréponse. Par exemple, un
échantillon < est sdectionné dans U est la non réponse se produit différemment pour les variables
X et Y . Plus précisément, nous avons s, 1 s comme ensemble des répondants pour X et s, 1 s

pour Y avec une intersection assez grande en général. On suppose comme modéle de nonréponse le
modéle de Bernoulli bidimensionnel conditionnellement a la taille largement décrit dans Deville &
Goga (2002).
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Appliquons la technique de linéarisation présentée en section 3.5. La variable linéariste de R et
z, =- % X + < Y. expression qui ne dépend pas de |’ échantillon. On va avoir :

Y +1 0 u 0

R- R= oag_x —V, W S, )- Zy+
?.g K kag «(81,8;) g gcard(SlESz)g

|
|
0 X?

Danscecasf =- - ety =+ dors

Iiopt - R@opt(kl* - )212)+b0pt(?2k - 912)+fH-T -Z

- B =Xy YR
- Qgp, Dopy €S parametres optimaux ;
-z :éu (fx, +yy,) estletota delavariable z, .

L’ estimateur par substitutionde R al’expression :

- _ bothz* +(y - bopt)Q12
" XY +(f -a )X

opt opt

Comparaison avec des estimateurs naturels de R

1. On peut estimer Ren ne considérant que I'intersection S,. En utilisant la technique de
linéarisation, on déduit que

~ e ~ ~

RlZ-R@ézkp—fz-z:fx%lez-z (13)
u k

=t,,-Z (14)

R 712
avec R? = ——
X

Il résulte qu’ on peut exprimer la variance de R™ par lavariance de f,,_; notée avec V,, ;. Alors, on a

toujours Avar, (Ropt) £ AVar(R"Y) indépendamment du plan de sondage utilisé.

2. Une autre possibilité est d' estimer le total de X sur s, et letotal de Y sur s, .

A 2
Il résulte que R est estimé par R™? = —

2.R@X*+yY?-2Z

Variance et estimation de la variance pour des statistiques complexes dans le cas de deux 11
échantillons



Pour un sondage de Bernoulli bidimensionnd alataille, on a

fX1+yY2=fh (XY - X®)+yh,(Y¥ - Y1)+, .

avech, =g h, =12 |es taux de renouvellement. I résulte aors que fX* +y Y 2fait partie de la
n

1 2
classe des estimateurs considérés (9) avec a=fh, et b=yh,et par conséquent la variance

approximative de K2 est supérieure alavariance approximative de ﬁopt ;

AVar,, (R,,) £ AVar(R"?)

ou AVar représente la variance approximative.

2.6 Casgénéral Z=fX+yY +dV +cT

On est confronté & une situation plus générale mais tout a fait réaliste. (cf exemple du coefficient de
régression) quand on désire estimer une quantité de type Z =fX +y Y +dV + cT ou chaque lettre
majuscule représente le total d'une variable d'intérét; X et Y sont comme précédemment, la
varigble V dutotd V estmesurésur s, =5 CS, et lavaiable T dutotd T est mesuré sur
s, E s,. On cherche aestimer Z par

Z= é. (X + Y + Vi FL)W (S, S,)
U

ol W (s,,s, )=wiel +wZe? +w?ei?. Cette fois-ci, comme les variables X et T sont mesurées
sur S, on décompose W, en deux poids qui dépendent de la variable d'intérét et qui sont notés w;
et W', On procéde de la méme fagon avec W et W.> ; on obtient les ensembles de poids W; Y et
W tpour Woet WK, wetY, wieY, wiett pour Wi respectivement.

Considérons |a paramétrisation suivante pour W, (S;,S,) :

I xS ax _f -3

I Wk 7 0 Tk 12

| pk k

by b, W2y y - b,

I We 7 =% W™ — 12

[ Pk Pk

|

. d- b,

] 12v —

PWE = —p (15
i Pk

gt — Gk v i 121 _C -G - dy
1 Tk » ' Tk > Tk 12

I P« Pk Py

12 Insee-Méthodes : Actes des Jour nées de Méthodol ogie Stati stique 2002



Elle vérifie la condition de sans biais pour Z.0n peut écrire Z sous laforme matricielle suivante
adiagxk 0 ¢

s (16)

ol q"=((ak),§‘=1,(bk)ﬁ‘:l,(ck)ﬁ‘:l,(dk)kNﬂ)'T R™ et a,bsont des vecteurs de dimenson N
ae  e’l ae, €°0 -
dééments a, =G - —==, b, :§%- —% pour tous k1 U
P Pdg P«  Pkg

- fx, +yy, +dv, +ct

[o]
et tH-T = a 12 kelk2 .
U P
agiagxk 0 0§
. ¢ 0 diagy- 1
S onnote H = - aors =-G Qg avec
Gdiagt 0 Gopt g
§ 0 diagty
: G=H Var% o H
'%' toc, &)
Tg=H Covie 0. t 0
19~ T 1L
1 égbz P

Casparticuliers

1.5V et T ne sont pas disponibles, on estime Z =fX +yY par Z obtenu de (16) aprés avoir
diminé les 2N derniéres lignes de la matrice H et les termes qui contiennent t, et v, dans t, ;.
L’ expression (7) de Z obtenue danslasection 5 est aing retrouvée.

2.5V et T sont disponibles, alorsen posant d=c =0 onestime Z =f X +y Y en bénéficiant de
laconnaissancede V' et T qui peut ére considérée comme une information auxiliaire.

z =q'H +fH-T
avec le méme paramétre g dedimension 4N et lamatrice H mais cette fois-ci f,, ; = X2 +y Y2,

3. Si on nedispose que des variables X et T alors Z=fX +cT

geiagxk 0 ¢
o Z=q¢diagt O ;Ea 24t (18)
§ 0 dagty” ?

ou g :((ak)l'zlzla (Ck)E:L(dk)IL\I:l) T R™et fH-T =fX™2 +cT?

Variance et estimation de la variance pour des statistiques complexes dans le cas de deux 1z
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4.Siondisposede X ,deY etdeV oude X ,deY etdeT :

Dans le premier cas, on estime Z =fX +yY par Z obtenu de (16) apres avoir diminé les
2N derniéreslignes delamatrice H , et t, ; = fX2 +y Y2 +aV?,

Dans le deuxiéme cas , lamatrice H nechangepaset f, , =fX2 +yY2+cT%? |

Exemple de coefficient de régression

[
t
Pour le coefficient de régresson B = aou—xkzk quand lavariable X est connue sur un échantillon s
U k

etlavariable T sur s E s, lavariable linéariséeest t “%, (x, - t,B) ol t = é_ut,f

B- B @_lé (thk - tlfB)Nk(SllSZ)' t_lé (thk - tsz)
U

U

ce qui correspond au cas 3. ci-dessus. On peut déduire @, , C,,, d,,, Optimaux et
8- B@ a, (X T - KTt o, (- ) b7 - 1) (19
-t ([t - t2B) (20)

U

ou X*T = éu xt,t=8 Ut,f avec leur estimateurs de Horwitz-Thompson sur S, S,, S, .
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