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éthode d’utilisation d’enquéte
a un niveau géographique
ott ’échantillon est faible

Francois JEGER
Insee

I - LA METHODE UTILISEE

La méthode utilisée pour l'estimation du revenu moyen par
ménage pour les bassins d'emplol d'Alsace est celle présentée
par Robert FAY et Roger HERRIOQT dans "Journal of the Ameran
Statistical Association" Juin 1979 sous le titre "Estimates of
Income for Small Places : "An Application of James STEIN
Procedures to Census Date”,

L'idée est la suivante

le revenu par ménage est connu par l'enguéte revenus fiscaux
avec des erreurs d'échantillonnage fortes dans les zones
géographiques fines. D'autres variables, dites auxiliaires,
correlées avec ce revenu, sont mieux connues a partir de
sources exhaustives : par. exemple, le revenu par foyer fiscal.

Une régression ol le revenu par ménage est expliqué par ces
variables auxiliaires fournit des "revenus théorigues" pour
chacune de ces zones.

Le revenu par ménage est alors estimé par une moyenne de la
valeur observée et de la valeur théorigue pondérées par
1'inverse de leurs variances respectives. Autrement dit, si
l1'échantillon dans une zone est faible on tiendra peu compte
de la valeur observée et beatucoup de la valeur théorigue, si
l'échantillon est fort ce sera l'inverse.

a - La formulation mathématique : le James Stein et ses
dériveés

Le James-Stein - ou estimateur raccourci - est un estimateur
biaisé d'un paramétre dent la variance estplus faible que la
moyenne d'un échantillon. Le risgue quadratigue peut étre
ainsi réduit. Herriot en propose une extension sous la forme
suivante : :
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Soit Yi ~ N (&i, Di) le revenu moyen ocbservé dans la zone i,
0i é&tant inconnu (& estimer), Di la variance liée & la taille
de l'échantillon de la zone i.

On suppose par ailleurs que 61 v~ N (Xi B , A) Xi étant une
ligne de variables auxiliaires et A la variance inconnue de
ltexplication de 0i par les variables auxiliaires.

Si on suppose gue les Yi - 01 {erreurs d'échantillonnage) et
les ©1i - Xi (erreurs "d'explication® des 0i par les Xi)
sont indépendants.

Y N (X p, A+D) ola+D diagonale de terme A + Di

L'estimation des moindres carrés généralisés fournlt un revenu
théorigque

. -t -t
Yi*= Xifb = Xi (xt (A + D) X) X (A + D) Y

L'estimat¢+r retenu est

E
i = A Yi + Di vi
A + D1 |

A est alors déterminé par les résidus, puisgque

E ( é: (yi - yl) 2
1~ & ¥ D1 = K.p

ol k est le nombre d'observations
p est le nombre de paramétres explicatifs
yi le revenu observé
yi* le revenu théorigue

Pour des raisons asymptotigues,R sera défini par l'égaliteée

(yi = yi*)2
1 A + D1 = k -p

(2)

g Ma

i

Il faudrait pour calculer yi dans (1) connaitre la valeur de A
donnée par l'équation (2) qui suppose yi* dé&ja connu, pour
rompre ce cercle vicieux une méthode itérative est possible.

b - Résolution itérative des équations 1 et 2

La valeur Yi* dépend de la variance A, posons Yi* Yi* (An) ou
An est un estimateur convergent de A.

Chaque régression donne une série de résidus Yi - Yi* (An) ou
An est l'estimation de A détenue par la précédente régression.

Ces résidus vont permettre de définir un meilleur estimateur A

de A de la fagon suivante nd!

i

(Yi = Yi* (An) )2

en posant f {(An})

aAn + Di
g (An) = (Yi - Yi* (An) )2
(&n + Di)2

. F. Jeger, Insee Méthodes n° 29-30-31
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e = aAn + (k. = p - £ (Aan))/ g (A n) (si cette valeur est
pesitive, sinon AL = 0}

La sulte An converge vers une valeur A telle que kK - p = £ (4)
= O (c'est-d-dire l'équation 2) et on initialise par Ao = 0

Remargue : la convergence est rapide (moins de 10 itérations)
elle se justifie par l'approximation par g de la dérivée de £
par rapport & A.

£' (An) (An + 1 - An) + f (An) = k ~ p définit un algorithme
convergent si f est contractante.

TI1 - APPLICATION A L'EVALUATION DU REVENU MOYEN PAR MENAGE PAR
BASSIN D'EMPLOI EN ALSACE

Le revenu moyen par ménage est connu par l'enguéte revenus
fiscaux de 1979 avec un faible échantillonnage au niveau du
bascin d'emploi (une dizaine d'chservations dans certains
bassins d'emploi}.

Soit Yi ce revenu moyen observé et Di l'erreur
d'échantillonnage associée,

Les variables auxiliaires sont tirées de la bandue de données

iocales.
1l
X = revenu imposable par foyer fiscal
i (source exhaustive)
2
X = nombre moyen de foyers fiscaux par ménage
i
3
X = taille moyenne du ménage
i
4
X = % d'agriculteurs dans le bassin d'emploil
i
5
X = % d'étrangers dans le bassin d'emploi
i
6
X = % de la population &gée de + de 60 ans
i

Yi ~ N (€1 ,.Di) 61 a estimer

€ i=Xi g + ui avec ui ~ N (0,a) A & estimer.

F. Jeger, Insee Méthodes n’ 29-30-31




366

[

La méthode présente conduit & calculer un revenu théorigue
)

-1 -
Yi* = Xi (Xt (A+D) X)=1 Xt (A+D} Y

ou A + D est la matrice diagonale de terme général A + Di dont
on calcule la moyenne avec Yi pondérée par l'inverse des
variances '

8i* = Yi* Di + vi a
A + DI est l'estimateur du revenu moyen par

nénage

Il est possible de transformer la régression des moindres
carrés généralisés en une régression des moindres carrés
ordinaires pondérés. En effet puisque la matrice A + D est

-diagonale en posant :

la régression devient :
Y =X F + u avec u ~ N (0, g =2)

ol ¢ est la matrice diagonale donc le terme général est <
soit encore

T v = T X B + v ave v~ N (0,I)
L'estimateur de P est donc le méme que celui de la
régression des moindres carrés ordinaires ol les observations

sont pondérées par les Ti.

La procédure itérative permettant de déterminer 3 la fois A et
y: (décrite en b) est donc simplifiée puisque

L A 2
£t @= . Za2 o =L Tia )= 2T
: ; .
A + Di
et
- . i 3 -
g (A) = - Z a2 = Z(Tig) = - £ T, v,
i L
(A + Di) -

Le passage d'une itération & une suivante est donc définie par

A =AaAn + (k = p - £f (An))/ g{( an)).

T4t
III - LES RESULTATS
a - Régression sur 90 départements francais

Le revenu moyen par ménage (REME) est expligué dans un modéle
linéaire en fonction du revenu meyen par foyer fiscal (RF84),

- F. Jeger, Insee Méthodes n” 29-30-31
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du nombre de foyers par ménage (FOYME), du % d'agriculteurs
(PAGRI), le % d'étrangers {(PETR), le % de la population de + 60
ans (PAGE), la taille des ménages (TAMEM). -

Sur 90 observations (départements) pondérées par le carré du
nombre d'cbservations de l'enguéte revenu 79 (pour tenir compte
de la variance d'échantillonnage) le R2 est 0,95.

La régression est alors

REME = - 6.799 + 0,769 RFB84 + 45.407 FOYME + 8.509 PETR
{- 0,47) (13,45) {4,5) (0,626)

- 11.449 TAMEM - 57.510 PAGRI - 7.808 PAGE +,u
(= 2,9) (- 2,25) (= 0,42) (R2 = 0,95)

T.ee chiffres entre parenthéses sont les students de chagque
paramétre.

Les résidus suivent une loi normale avec une probabilité de
0,85, les "students" de PETR et PAGE n'étant pas
significativement différents de O, la proportion d'agriculteurs
n'étant pas un indicateur démographique et pouvant avolir un
effet en ARlsace opposé & celui de la France entiére, nous
retiendrons 3 variables auxiliaires

la régression devient alors :

REME =
- 24.850 + 0,89 RF84 + 51.530 FOYME - 11.303 TAMEN + u
(~ 2,9) (16, 1) (4,8) (3,7) RZ = 0,94

.2 taille du ménage é&tant correlée au nombre de Ioyers par
ménage, nous retiendrons seulement deux variables auxiliaires
le revenu par foyer fiscal et le nombre de foyers fiscaux par
ménage, . la régression est alors

REME = - 23.037 + 1,054 RF84 + 16.995 FOYME + u
(- 2,5) (28,6) (2,92) R2 = 0,93

Le R2 diminue peu d'une régression & l'autre, les deux
derniéres variables auxiliaires sont donc suffisantes a
ltexplication de REME. De plus, dans la derniére éguation le
coefficient de RF84 est vraisemblable (si on admet un
coefficient d'actualization 1,35 entre 79 et 84 et gue
ltabpattement des revenus imposables est 0,3).

Nous calculerons sur la base de la derniére régression les
estimations de revenus de bassin d'emploi en Alsace. Les
estimations résultant des autres régressions sont présentées en
annexe.

b - Estimations des revenus des bassins d4'emploi

Si THEC est le revenu théorique d'un bassin dfemploi, ctest-a-
dire calculé & partir de la derniére régression et VARTH sa

F. Jeger, Insee Méthodes n® 29-30-31
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variance associée (mesure de l'erreur de la régression), si
RMEEF est le revenu observé dans l'enguéte revenu (faible
échantillon) et VAREMP sa variance associée (mesure de l'erreur

de l'é&chantillonnage), la méthode d'HERRIOT conduit & retenir
l'estimateur du revenu moyen.

THEO x VAREMP + RMEEF x VARTH
ESTIM =

VAREMP + VARTH

(moyenne pondérée des revenus théorigues et observés par
l'inverse de leur variance)

dont le coefficient de wvariation est-:

liz
"VAREMP » VARTH
CVEST =
VARTH + VARTH,

Le tableau suivant donne ces estimations de revenu moyen par
ménage par bassin d'emploi en Alsace. On trouvera aussi en

annexe les estimations résultant d'un choix de régression
différent.

F. Jeger, Insee Méthodes n® 29-30-31
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¢ - Régression sur 34 bassins d'emploi. Calcul de la variance
théorigue par itération : ' '

Pour déterminer un revenu théorigue fonction du revenu par
foyer fiscal et des autres variables auxiliaires, la méthode
d'Herriot est appliquée sur 34 bassins d'emploi d'Alsace et
Lorraine. La variance théorigue est calculée suivant la
méthode décrite en I.b. Cing itérations suffisent pour obtenir
la valeur de la variance théorigque A.

' R® A
Nbre de la régression sur 34 bas- . _E(§i - yi)2
d'ité- | sins d'emploi AP~ 4 Di
raticons REME = f(RFBZ,PAGE,PAGRI,TANEN) ‘

. - 5

1 Q,44% 8,10 12

2 0,442 iz 106 4. 0%

3 0,240 14,5.20° 0,58

4 0,440 ;4,57.106 0,04

s 0,440 ;ﬂ,ET.lOS 0,002

Le R2 de la régression ne s'améliore pas d'une itération a
l'autre, par contre l'égalité

(yi = yi)2 = 34 - 4

A + D1

est rapidement vérifiée avec une variance théorique de
14,57.10 6. Cette valeur est supérieure & celle issue de la
régression sur 90 départements. Cela provient en partie du
faible nombre de bassins d'emplois.

Les régressions sont successivement

itération 1 : REME =
PAGRI + 20.267 TAMEM

£1.282 + 1,097 RF84 - 169 PAGE + 302

t

itération 2 : REME =
PAGRI + 20.505 TAMEM

58.431 + 1,091 RF84 - 213 PAGE + 300

4

<|4

itération 3 : REME =
PAGRI + 20.267 TAMEM

57.171 1,08 RF84 —- 232 PAGE + 298

itération 4 : REME =
PAGRI + 20.221 TAMEM

L

56.924 + 1,087 RF84 = 236 PAGE + 298

itération 5 : REME =
PAGRI + 20.218 TAMEM

§

56.907 + 1,087 RF84 - 236 PAGE + 298

F. Jeger, Insee Méthodes n° 29-30-31
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Les estimations de revenus par bassin d'emplel d'Alsace et de
Lorraine sont présentées & la page suivante.

En ajoutant & ces 34 observations, 13 bassins d'emploi de
Franche-Ccmté, on n'améliore pas le R2 de la régression (0,40}
et la variance théorique est 17.10 6.

oS

F. Jeger, Insee Méthodes n° 29-30-31
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