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Kstimation pour les petits domaines :
théorie et pratique a Statistique Canada

Michel Arséne HIDIROGLOU
Statistique Canada

1. INTRODUCTION

Au cours des derniéres années, la demande de données sur les petits domaines s'est fortemant
accrue. Cette augmentation s’expiique par ['utilité de ces données dans I'élaboration de politiques
et de programmes gcuvernementaux, dans l'aliocation de divers fonds, et dans la ptanification
régionale. Afin de satisféire a ces nouvelles demandes, piusieurs agences de statistique nationales
et régionaies, dont Statistiqgue Canada, ont introduit des programmes visant & produire des
estimations pour les petits domaines. Lorsque ces données sont produites & partir d'un
recensement complet de fa population, il n'y a évidemment aucun probléme d’estimation. Trés
souvent cependant, les données disponibles ont été recueiliies a partir d'un sondage inapte &
produire ce genre d'estimations. Néanmains, s'il existe des données administratives incorporant
des informations sur ies petits domaines et qui sont fortement corrélées avec les caractéristigues
faisant i'objet de I'estimation, aiors il existe plusieurs methodes pour produire des estimations

convenabies pour ces domaines. L'exposeé qui suit deécrira queiques unes de ces méthodes.

I} est bien s{r possible de produire, des données pour les petits domaines en se servant de
'estimateur direct, c'est-a-dire en utilisant les poids de V’échantillon. Cependant. cet estimateur
n'est pas sans inconvénients. Premiérement, s'dl s'agit d’estimer des totaux, il est
conditionnellement biaisé, ¢'est-a-dire, son espérance pour les échantillons de méme taille que
celle réalisée ne donne pas la valeur attendue. Deuxiémement, lorsque le petit domaine ne
renferme que peu d'unités, la variance sera trés éievée. Afin de remedier a ces problemes, il est
nécessaire d'élaborer des estimateurs qui tiennent compte des autres petits domaines dans la
population. Ces estimateurs sont construits en se servant de modéles qui lient lzs donnees
d enquéte aux données auxiliaires provenant de bangques de données administratives ou de
recensements. La gamme de méthodes étudiées a Statistique Canada inciutr les suivantes:
Uestimation synthetique, I'estimation par le quotient {effectué par post-strates), les méthodes
d'estimation qui d'épendent de la taille réalisée de U"échantillon dans ie petit domaine, et les

méthodes de régression. Une évaluation de ces méthodes en fonction de leurs biais, leurs
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variances et leurs erreurs quadratiques moyennes a été effectuée a partird'une simulation utilisant

des données tirées d'une enguéte auprés des entreprises.

Cette simulation a été effectuce avec des données provenant d'une enguéte ponctueile.
Cependant. des organisations teltes que Statistique Canada menent des enguétes annuelles, voire
mensuelles, dont Enguéte sur la population active. Il est alors possible d'elaborer des
estimateurs qui utilisent !'information suppiémentaire que t'on peut retrouver dans une série

chronologique, et ainsi améliorer davantage ies estimations pour les petits domaines.

2. ESTIMATEURS SIMPLES

Soit une population U= {1,..., k,...,N}, divisée en D petits domaines U,, U,.....U;. Ces

n . v N ¥ N o
domaines sont exhaustifs et disjoints. C'est-a-dire, p= U Uy et U, NUy = e si dyj=d, - Nous
det ! ?

(1)

désirons obtenir une estimation pour le totai {ou la moyenne) d'une variable cible dans chacun
de ces domaines. Nous supposons gue la taille, (N}, de chacun des domaines U, est connue.
Nous supposons aussi qu'on peut subdiviser cette population selon un autre critére de
classification, en G groupes U, ,U,.....U,, exhaustifs et disjoints. Normalement, ces groupes sont
des post-strates. Ces deux divisions répartissent la population en DG cellules

Uy (d= 1,.... D1 g= 1,....,G), dont nous supposons la taille (N,;). connue.

La tailie de la population {N) peut alors s'exprimer par

=%, - £ 5 Ny (2.1)

=1 Jmigel

Soit maintenant I'échantillon "s*, de taille n, tiré de la popuiation U avec probabilité p(s), od

Pkes)= m,>0 € P(kes et les) = m; >0 POUT tous les k=1 . L'échantilion s se subdivise

en sy= 5\ U et 557 s Uy - Les tailles respectives de I'échantillon dans s, et z,, sontn, et

n., - Nous voutons estimer le total {ou la moyenne)

Y, = _}: Vi
S (2.2)
(Ty = Yu/Ny)

Par la suite, nous indiguercns !es sommes du genre § y  par 3 ¥y

kel
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2.1 Le cas ou des données auxiliaires n'existent pas

L'estimateur le plus simpie de Y, est I'estimateur direct,

Pap1e® Esd Y/ B {2.3)

Cet estimateur est inconditionnellement sans biais pour n'importe quel plan d'échantillonage. Dans
fe cas d'un échantillon aléatoire simple, on peut démontrer que le biais et la variance

conditionnels sont
biais,(Zur) = ((N/0) 0 N7,
et
Vel Zupze) = (Nng/n)?(1/n,~1/N,) Si. (2.4)
ol n, esllataille de g, et ‘};Ud et Séd sont, respectivement, la moyenne et la variance de y pour
le domaine U,. Nous notons que le biais conditionnel est prés de 0 si n, est prés de son

espérance nN, /N. Cependant, on peut difficiiement justifier un intervalie de confiance conditionnel

pour un tel estimateur.

L'estimateur synthétique simple de Y, est

:dsmfc(l) = Ny ?5 {2.5)

ou V.= (Zy/ro /L1 n, "C" indigue que I'on se sert des tailles connues N, de la

population. Cet estimateur est biaisé sauf si

Hypothése 1, 5_’vd =V,, d=1,...,D

ot . estla moyenne pouria population U. Cette hypothése est décrite par le modéle suivant

Ye = B*te, . k=1,...,N (2.6)
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oU £(e,) =0, Elej)=0*> ec El(ewe,) =0, krj . L'estimateur des moindres carrés de 4

pour ce modele est - 7 . Etant donné que

¥y= Zse Yk+zU,-s, Y
et que le meilleur prédicteur sans biais {(MPSB) de y, est i=v, (Moft et coll. 1978), nous avons:
Yasywic(2) = zs, Ye * Eu,—g, Px

Ny Vg, + (Ng Ry} ¥4 (2.7
= Nd ?s’ * nd (?sd—;s) -

Le biais conditionne! de i’dswc(z) est:

Diaig(¥ugyyc(2))=(Nymny) (¥Yy-7y)

If est & noter que % est preférable a

? oy (2) Piemet2) €8t égal a Y, iorsque

Yogmrcil)

n, = N,, alers que ¢

ssmye(l) N8 I'est pas.

Dans le cas ol I'estimation synthétique s'effectue indépendamment pour chacun des

groupes g, I'estimation est sans biais skt

Hypothése 2. 3, =%, |, g=1,..

YVeg r

e {2.8)

oU 3, estla moyenne des N,  unités de la popuiation qui appartiennent au petit domaine d

Yag

et au groupe ¢, }7[;_; = Eg‘, Y/ N g i N = ﬁ Ny - Un estimateur synthétique est obtenu en

ELSY
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remplacant la moyenne 3;’“ = (E% v/ )/ (zsa 1/w,) quifigure dans I'estimateur

P spasarc = g}‘:j1 Ny 7,, (Tug > 0 pour tous les g) (2.9)

parla moyenne p, = (L, y/%,)/(Z, 1/m,):

Loswarc(l) = gg Ny Yo, (2.10)

Le modele sous-jacent est

Vi = Bg*e, SI kel (2.11)

ou E(e) =0, E(el) = ol et E(ege;) =0, k=j - Comme auparavant, nous avons que

Yd = Eg {zs_._" Yt EU‘-SW -9k}

et que le MPSB de vy, est f=y, .ce qui méne a l'estimateur
-§

-~

?dSYNG/C‘(z) = EI{ESW Ve * ZUW'SGG' 9"} ' 12.12}
= gg{p,rdg _}—;s_; Rgg (}73“*?5 ,)}'

2.2 Le cas ol il existe une variable auxiliaire

S'il existe une variable auxiliaire x pour chacun des éléments de la popuiation U et qu'elle

alt une correlation non triviale avec la variable y, nous pouvons en profiter pour améliorer nos
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estimations. Nous supposons alors gque le rapport g, = ?uJ}u ne dépend pas du domaine,
d -~

c'est-é—dir_e.
Hypothese 3. RUd'z R= Vp/Xy d=1,..D (2.13)
Un estimateur synthétigue pour Y, est
2 soprn (1) = Xg{F /%) (2.14)

ol "R" est utilisé pour montrer que 'on sert de X,, le total (connu) de la variable x pour le petit

domaine d. Le modéle sous-jacent est

V= Pxere (2.15)

ol E(g) = 0. E(e?) = g2 x et E(e.g) = 0 pour g»7 . et le meilleur "prédicteur” sans biais

O?dm/.’? (2)= ng4 }—’sd"' (N4 ;‘ud“nd ;_(sd) Vol Xg

e U (2.16}
Xy (¥ /x)+nglyg -X, Vo/ X}

L'estimateur ¢, . .(2) estégalaY,lorsquen; = Nd..

On peut aisément généraliser cet estimateur pour te cas ou {’hypothese 3 s'applique aux

r ‘ast-&-dir e =T /% =1,...,0, oL =y, /%
groupes g, c'est-a-dire, g, : R=F, /%, .9=1..0.00 R, =, /%,
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3. ESTIMATEURS COMPLEXES
3.1 Un estimateur de régression qui corrige ie biais

Plusieurs méthodes d'estimation pour les petits domaines reposent sur des méthodes de
régression. Pour ces cas, nous avons un vecteur ¥ de variables auxiliaires observées pour toutes
les unités de la poputation U. 1l s'agit donc d’'élaborer des modéles lindaires reliant la variable

cible y, observée pour 'échantillon s, & x, un vecteur de dimension p. Un modele de ce genre,

gu'on représente ici par ¢ , suppose que ¥+, Yz...., ¥y sont indépendants et gue

B (vy) = X' B 1 Vilyy) = o} - ‘ (3.1)
L'estimateur ponderé de g=(p,,... B,  est
By= {Zu(xrx!k) /Gi] - Eg(xk}"k/gi) : (3.2)

Pour le plan de sondage deécrit au debut de la section 2, un estimateur de g est

.. B= [ (xx)/oim, ] T(x,y,/oim,) - 13.3)

Hypothese 4. B, =B, . d=1.....0 ) (3.4)

SiI'on admet le méme modéle (3.1) pour ies petits domaines s,, un estimateur synthétique
de tJ, est

Pas= Lo, Pi= Ty, (Xy By) | (3.5)

Le biais inconditionnel de cet estimateur est
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biais (Yiend = Ly (X Bymy,

et son biais conditionne! (c'est-a-dire, pour les échantillons de taille n,) est

biaisc(?dgm) = EUd{x,k BC-Yk)

ou

B.- {E{Es

2 bl

Cette expression du biais conditionnel est donnée dans Sarndal et Hidiroglou (1989). L’opération
espérance conditionnelle E {.) s’effectue sur le sous-ensemble de tous les échantillons s pour
lesquels la taille n, de s, est la méme que la taille de I"échantillon réalisée. Ce principe ne

s'appligue que dans le cas d'un échantillon aleatoire simple.

Afin de corriger le biais inconditionnel, Sarndal (1984) a proposé I'estimateur suivant

Ture= Tg, PerLs, e/ Ty (3.7)

OU g.= -9, est le résidu. Quoique cet estimateur corrige le biais de 'estimateur synthétique

~

oo il est conditionnellermnent biaisé. Hidiroglou et Sarndal (1985} ont propose une version
conditionnellement sans biais de cet estimateur, donnée par

Y ymz= EU, Pk*% Es, €x/ Tk (3.8)
g

ou &= ):sd i/, - Cet estimateur posséde plusieurs avantages par rapport au précedent.

Premigrement, 7 a une variance pius petite que 7, car il tient compte du rapport entre

la taille de la population Ny et de son estimateur g, . Deuxigmement, ¢ = est
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conditionneliement sans biais, aiors que Pz N I'est pas. Finalement, lorsque n, = N, et que

I'échantitlon est un échantillon aléatoire simple, ¢ estegala Y,. Dansle cas ol n, est trés

petit (5 unités ou moins}, la variance du terme de correction pour (Nd/;}d ) Yee/m, o pourrait

étre élevée. Cecl peut nous mener & des situations inacceptables, a savoir, des estimations
négatives pour un petit domaine alors que celles-ci devraient étre positives. Afin d'éviter une telle

éventualité, S&rndal et Hidiroglou (1989) ont praposé d'atténuer le terme de carrection lorsqus

A, <N, - Ceci nous donne I'estimateur atténué (ARE):

o~

x-1 7
Y gans™ EU, ?k*('}é} E,ﬁ e/ Ty (3.9)

avec

l= Si ﬂd 2 -Nrd

0
h 81 Ny <N

it

ot h est une constante positive. Une valeur de h=2 semblerait étre adéquate. Cet estimateur est

conditionnellement sans biais si B, 2 Ny sinon il est conditionneliement biaisé. Son biais est

alors

Y

biais (Puu) = (1-{8/N)* Ky (y-x' By (3.10)

7 are ressemble beaucoup &2 ¢ , ce qui nous méne & nous servir de la variance estimés

de ce dernier pour construire des intervalles de confiance pour ?ans - Cette variance

conditionnelle estimée est donnée par:

L 2 (e,~e,. ) (e;-e, }
v(ymz>=(fz) LT A, i sl ST

]&d' kel ray W,
ot e,,= (I, e/ myd /[ (L, 1/7y) (3.11)
1-%, si I=k
et A= )
1-m, %,/ /", 51 I*k.
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3.2 Un estimateur de régression avec erreur amboitée

Nous avons supposé dans ie modéle (3.1) gue les erreurs e = y,-x', B étaient

indépendantes. Cependant, il est souvent raisonnable de supposer que les erreurs sont
indépendantes si elles proviennent de domaines différents, mais dépendantes a I'intérieur de
chaque domaine. Ce modeéle a été proposé par Battese, Harter et Fulier (1988) pour estimer le
rendement moyen de certains produits agricoles dans des comtés (petits domaines} de I'lowa,

en reliant des données du satellite Landsat & des données de sondage. Leur modéie, représenté

ici par g est
V= bty (3.12)

o g/ .= (Xgrzs -+ oo Xgp)  Uge™ Vg*€y pOUL KeS - Les erreurs v (g=1,2,...,p) sont

indépendantes et a distribution normale avec moyenne 0 et variance 42 . En pius, elles sont

indépendantes des erreurs e, (k=1, 2, ..., ry}, qui sont aussi indépendantes et & distribution
. . A . .
normaie, avec moyenne 0 et variance 43 . Cecientrdine |la structure de covariance suivante pour

&

les erreurs u,,

E,lugu,) = oi+os d=r , k=g
= ol d=r , k*g {3.13)
=0 d#r

Si nous posons =1 et f=a, ce modéle donnera des ordonnees & !'crigine

aléatoires, & savoir, ies variables a =a+v, - La moyenne estimée pour le petit domaine d pour
le modéle {3.12) est

—J—}Ud.: ‘Eju,ﬁ *Vgtey, (3.14)
= Xy prvy
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ou %, estlevecteur des moyennes {connues) de x,, et ou on suppose N, assez grand pour

o

que &, =N7'ZL, eyto0 - Nous constatons que le premier terme de (3.14) est 'estimateur
d a

synthétique Vior=Caame/ Ny, €1 QUE Y, apporte une correction du biais & celui-ci.

Siles variances o2 e¢ ¢% $ONt connues,
g un (va-lx) -1 (xlv-ly) (3.15)
N

OU X= colyup €0l g, (X + ¥= ol g €01, pen, Yar)

V =diag (V,,...¥p)avec v o2 1 ,"’Ui 1., I_Ind ast 'estimateur généralisé des moindres carrés

n

de p . 1, estune matrice identité d'ordre n, et 3~ est un vecteur de longueur n, dont
o

d

les éléments sont des "1".

Si toutes les erreurs U, (k=1, 2, .., n,) étaient connues, alors le meilleur "prédicteur” de

vy serait 'espérance conditionnelle de v,, etant donne la moyenne 7 = de "échantillon, ou
~ . o

_ 1 . o . o L
U, = 1 st Upye € UgSVayXuB - Fuisque v, et u, suivent une distribution bivariée

d

normale avec moyenne (0.0) et matrice de covariance
[ g% 62 ) .,
o} oleniiel

I'espérance de v, étant donné 5, est

d
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E(Vdrﬁa,} = —ﬁsd Ye 7 (316)

ol y_= ol(ol+nilc?) -t . La variance du meilleur "prédicteur” est si(1-y, (Battese, Harter

et Fuller, 1988). Donc un "prédicteur” possible pour v, est

Ty O, Ya {(3.17)

ou g, = nd' Y ax 4By - L'estimateur de la moyenne y = est
54

I = !
V= €X U,B Py

- - (3.18)
= zJUdBN+¥d(ysd_xJadBN) -
Ceci impligue que I'estimateur du total y_ = est
o
T o= Zud Pu*Yq Ny (?sd‘?s,su)
= EUnf Yax*Ya Ny Es,(yd.k'x}aﬂﬁy) /ny {(3.19)
N
= Ez.r=1 V¥4 "ﬁg Esd<ydk'xla,,BN) /(n/N)
d
ou  p,= xuBy }S. (%) est le vecteur de moyennes (totaux) de x, basées sur

{"échantilion s, et &d=ffnd . On constate que cet estimateur est exactement l'estimateur 7,
n

(3.8) si y =1 et si I'échantillon est un échantillon atéatoire simple. Nous notons que vy =1

implique ¢2-« , et donc ia variabilité des ordonnées & I'origine aléatoires o, est grande. Par
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contre, y_.=¢o implique g2=0 ., et on obtient I'estimateur synthétique -

. Phypothése 4,

B, = B, est donc satisfaite dans ce cas. Remarquons que 7, estle meiileur "prédicteur”
d

-

sans biais (MPSE) pour Yy, et qu'il est équivalent & Ya¥smon et (2=Ya) Puspn ol 0 < vg < 1
Quoique 2, soit conditionnellement biaisé, son erreur quadratique moyenne est inferieure 2

celie de ¢ ) _ a

Puisqu'on ne connait pas les vraies valeurs de o2 ¢ ¢ , On doit les estimer. Des

estimateurs sans biais de o2 et o2 sont

§i= (n-D-p)! LY 85 (3.20)
d k

et 8= n (LT 0%- (n-p) 83 (3.21)
dk

ol p = n-tr [ {x'xn f iz 3;/5"} . Les {g,4 sont les résidus de ia régression ardinaire de

Yy SUr X, . Ces valeurs estimées sont substituées dans |'expression (3.19) et I'estimateur qui en

resuite est dénoté par 7, .

3.3 Un estimateur de régression empirique de Bayes

Nous pouvons étendre I'hypothése 1 au modeéle de régression en supposant que

Hypothése 5. Vo= Ey b, d=1,...,D {3.22)
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¥ est modelé en fonction de %/

. g, &0 supposant le modéle simple Ve, Xy Bre, OU

Ele,) =¢ &t E(e}) =0? . L'estimateur synthétique de régression est

Pares= Ny ;Jud B
= L, (xB)

ou

B= (X'D) X'y

AVeC X= col,q,(X,) el y= col, . (7,)

Fay et Herriot {1979) introduisent un terme aleateoire dans le modele (3.22) en supposant

que ¥, = T, B+v, et que les v, sont indépendants avec moyenne zéro et variance "A". Ce
d ]

modeéle ressemble beauccup a celui de Battese, Harter et Fulier (1988). Nous n'avons qu’a revoir

I'"équation (3.14) pour noter que ces deux modéles, 'un au niveau des unités et l'autre au niveau

Ce moyennes connues, considerent les moyennes 3 des petits domaines comme des valeurs
d

aléatoires. Nous combinens ce modéle avec celui ol on tient compte de 'erreur de I'échantillon,

c'est-a-dire, p =79, +e, . La moyenne de e est zero et sa variance est
: d

EREET] 34

F,= St /n,; , ot s; est la variance des v au niveau de la popuiation U;. Si on ne connait pas
o -] " :

cette variance, on I'estime & partir de 'échantilion. Pour résumer, nous avons la situation suivante

:{"'S‘f }Ua—ésd er ;Udz E’Udﬁ+vd (3.23)

e, ) et v= (v,,...,v,)' sontindependants et avec distributions N{ 0, F}

s o i ' o
et

N(0, Al), respectivement, ou F = diag( F,,....,Fp). Nous devons donc estimer g et "A" a partir
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des données. Avec les hypotheéses ci-dessus, I'estimateur général de moindres carrés pour Vs
d

est:

Vc"f EJU, B

ou P (XVX) L XViy avecV = diag ( A+F,,...,A+F;). Pour "A" connu, nous avons

= D-p - {3.24)

Fay et Herriot (1979) réscivent (3.24) en faisant disparaitre I'espérance. C’est-a-dire

-
v Yoyl D-p (3.25)
d AT+Fy

est résolu de fagon itérative pour A'. L'estimateur empirique de Bayes pour v, est
a4

— A —_
= y +
Yo T R AR, (3.26)

- an S —
U, Bsa*":i".’% (¥:, X'y, Bs)

Notons que cet estimateur ressemble beaucoup & celui de Battese, Harter et Fuller (1888). Si

4*-g On se rapproche de 'estimateur synthétique ¥, 555 , tandis que si F,~0 On se
o

rapproche de 'estimateur direct 7, ,oU ysf?dnm/Nd
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3.4 Résultats d'une éiude empirique

Afin d'étudier les propriétés des estimateurs décrits dans les sections précédentes, nous
avons entrepris une simuiation. La province de la Nouvelle-Ecosse a été choisie comme univers.
La population comprenait N = 1,678 unités (déclarations d'impdt sur le revenu pour des
entreprises non constituées en société) . La variable analysée étaient le montant des salaires et
traitements (y) des salariés. Nous avons utilisé une seule variable auxiliaire, le revenu brut de

I'entreprise (x). Les valeurs de x,,...,x, étaient connues.

La population a été répartie en domaines seton 4 secteurs d'activité économique et 18
regions. Les secteurs d'activité économiques étaient: le commerce de détail (515 unités), le
batiment et les travaux publics (496 unités), 'hébergement (114 unités), les autres activités
économiques constituant le guatriéme secteur (553 unités). Les valeurs des coefficients de
correlation enire les salaires et les traitements d’'une part, et e revenu brut d'entreprise, d'autre
part, etaient 0,42 pour le commerce de détail, 0,64 pour le batiment, 0,78 pour I'hébergement et
0,61 pour les autres activités économiques. On a obtenu 70 domaines sur 72 {2 ne comprenaient
aucune unité). Pour chacun des 70 domaines, on doit estimer un total Y, pour chaque échantilion
prélevé. Pour la simulation de Monte Carlo, 500 échantilions aléatoires simples de n = 419 unités
chacun ont été tirés de la population de N = 1,678 unités. Ceci correspond & un taux
d'echantillonnage de 25%. Les unités sélectionnées ont été ciassées selon le secteur d'activité
économique et la division de recensement (région). La population aurait pu étre subdivisée seion
une deuxiéme variable, par exemple la tranche de revenu. Pour cette étude, cependant on a
Supposeé que toutes les entreprises étaient comprises dans une seule tranche de revenu (G=1).
Nous avons étudié deux versions principales des estimateurs. La premiére dépend du nombre

d'unités n,, de Péchantillon s qui se situent dans le domaine d et le groupe g. Cette version
(ESTG/C) se traduit par le modéle suivant: E(ye)= B, O Vi{y)=oi POUrg=12..G La
deuxiéeme dépend de i’estimation st X ol la somme porte sur ies unités de i'échantillon gui
sont dans le domaine d et le groupe g. Cette version (ESTG/R) suit le modéle suivant:

Eg{ye) = By % 0 Wiiyy =¢. x, Pourgs 1.2,....G. Le nombre d’entreprises N,, et les totaux

des donnees auxiliaires sont connus pour chaque domaine U,,. Ces modeéles ont été appliqués

séparément pour chaque sectelur industriel. Pour I'estimateur de régression avec erreur emboitée

et I'estimateur de régression empirique de Bayes, il faut diviser les données par NE afin

d’'obtenir un estimateur par quotient (EST/R).
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Tableau 1. Biais Relatif Absoiu (BRA) Moyen
avec un seul groupe (G=1)

— Secteur d’activité économigue

Estimateur  Commetce BTP Hébergement Autre
de Détail

DIR .023 .020 .036 027
} POS1/C 085 .054 265 .032
POS1/R .108 .050 270 050
k SYN1/C 207 173 584 337

SYN1/R 324 157 414 264

ARE1/R (h=2) .091 .047 : 243 .078

N1/R 203 .084 263 147

EB1/R 176 116 .380 212

Tableau 2. Efficacité Relative (ER) Moyenne
avec un seul groupe (G=1)

Secteur d'activité économique

Estimateur ~ Commerce BTP Hébergement Autre
de Détail
DIR 1.00 1.00 1.00 : 1.00
POS1/C 1.34 1.35 1.29 1.18
POS1/R 1.24 1.86 _ 1.86 1.64
SYN1/C 1.88 1.46 2.07 1,71
| SYN1/R 2.27 2.92 3.26 2.04
ARE1/R (h=2) 1.80 2.10 2.38 1.78
N1/R 2.08 2.38 2.56 2.39
EB/R 1.85 1.97 2.55 1.54

* C/R indiqué que le nombre d'entreprises / le revenu brut des entreprises pour chaque

petite région est censé étre connu.
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Les propriétés inconditionnelles et conditionnelles de ces estimateurs ont été calculées

pour chaque secteur d'activité économique.

Examinons en premier les propriéiés inconditionnelles de ces estimateurs pour un seul
groupe, c'est-a-dire, G=1: le biais relatif absoiu (BRA) et !'efficacité relative (ER) moyenne. Les
résuitats sont présentés \’aeﬂtableaux 1et2 '

Le biais relatif absolu (BRA) est donné par

-1 ¥ o (pw syv-1y
BRA ($gep) 506D d% ] L i/ ¥y 1Y
ot D est le nombre de petites régions. D est égal 2 18 pour tous les secteurs, sauf pour

’hébergement, ol il est égal & 16. ﬂ‘ggﬂ est la valeur obtenue pour I'estimateur ESY iors de

la r-iéme itération.

L'efficacité relative moyenne est donnée par

ER(Zpep) = [EOM( P, /EOM( T, B2,

1 {2‘ Sf:o (ry . 2
500D ge1 o1 (?w‘- Yol

ol EOM(¥,er)

Les estimateurs sont classés par ordre de grandeur du biais relatif absolu, & savoir: DIR,
ARE1/R, POS1/C, PCS1/R, N1/R, EB1/R, SYN1/R et SYN1/C.

Par contre, tous les estimateurs sont plus efficaces que DIR. Tel que prévu théoriguement,
I'estimateur synthétique SYN1/R est supérieur aux autres, car 'estimateur synthétique a !a plus
petite variance. Lorsque son biais est faible pour chacun des petits domaines, il a la plus petite
erreyr quadratigue moyenne. Les estimateurs qui se servent de la variable auxiliaire x, (POS1/R
et SYN1/R) sont en generai plus efficaces que ceux qui suppose que la taille N, de la population
est connue {POS1/C et SYN1/C). Ceci est surtout évident pour les secteurs ot la corrélation
entre y et x est forte ('hébergement). Si on se restreint aux estimateurs du genre ESTG/R, leur
rang {du meilleur ER au pire) est N1/R, AREt/R, EB1/R et POS1/R. Le N1/R est supérieur aux
autres estimateurs car sa variance est plus petite, quoigue sa performance n’est que tegerement
supérieure a celle de l'estimateur ARE1/R.

Passons maintenant aux caractéristiques condilionnelles. Nous examinerons le biais relatif

conditionnel et la racine carrée de l'erreur quadratique moyenne conditionnelle. ici le terme
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“conditionnel” a une signification particuliére. Une réalisation de I'échantilion s fournira n, unités
se situant dans{ un domaine quetconque U, (petite région et secteur). Pour chacun des domaines
U,. si on se restreint dans nos calculs aux échantilicns qui ont la méme taille n,, nos statistiques
dépendront de cette taille et seront dites "conditionnelies”. Les deux statistiques conditionneiles
que nous avons examinées sont le biais relatif conditionnel (BRC)

BRC (2,000 =% > (Pi5s/ ¥y-1)
=1
et la racine carrée de |'erreur quadratique moyenne conditionnelle (REQMC)
. 1/2
REQMC (Pprey) = {% L o(ri- Y,) 2}
r=1

R est le nombre d'échantilions parmi les 500 tirés pour lesquels le nombre d’unités se situant
dans le domaine U, était n,. On présente les résultats pour une seule région et un seule secteur,
le commerce de detail. Pour ce domaine, N, =23 et I'espérance de la taille de ['échantillon est
23/4 = 5.75. Le graphique 1 présente le comportement du BRC tandis que le graphigue 2

presente celui de la REQMC pour quelques estimateurs.

En ce qui concerne le BRC, les résuitats empiriques appuient bien la théorie {voir le
graphique 1). Le biais de I'estimateur DIR augmente de fagon linéaire au fur et & mesure qu'on
s'¢éloigne de la tailie espérée E(n,). Le biais de I'estimateur synthétique (SYN1/R} est presque
constant. L'estimateur par le quotient POS1/R est [égérement biaisé, quoique dans I’ensembie,
tes biais s'annulent. On peut attribuer le biais observé pour fes tailles d'échantilion 1,.2,.9 et 10 au
faible nombre d’observations obtenues (7,25,31 et 10). L'estimateur de régression avec erreur
emboitee, N1/R, a un biais constant égal a environ la moitié de celui associé a SYN1/R.
L'estimateur de régression qui corrige le biais, ARE1/R, se comporte tel que prévu. Son biais
conditionnel est sensiblement égal 2 celui de l'estimateur synthétique SYN1/R pour des
échantillons de taille 1, et se rapproche de zéro au fur et & mesure gue !a taille de I'échantillan
se rapproche de E{n,). Son biais est essentiellement égal a zéro lorsque cette taille est supérieure
a E(ny).
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Graphique 1: Biais Relatif Conditionne! (BRC) pour une région et le secteur commerce
de détail

Les résultats pour ta REQMC sont présentés dans le graphiqgue 2. L'estimateur ayant la plus
faible REQMC est N1/R; ceile-ci a une valeur quasi constante, peu importe ie nombre rn, d’unités
obtenues. Les REQMC de ARE1/R et de SYN1/R se situent [égérement au-dessus de la REQMC
de Ni1/R. La REQMC de DIR est une fonction quadratique de n, et atteint, son minimum a
E{ny) =5.75. La REQMC de cet estimateur est particuliérement éievée. L'estimateur par te quotient

POS1/R n'a une faible REQMC que iorsque ny s'approche de son maximum.

1501
R 124
£ o DI
Q -~
M 754 ‘-\‘-:/
c — = —
254 ARE1/R Ni/R
Q
i E: T . s 6 ’ ! oo

Nombre d’unités obtenues par échantillon

Graphique 2: Racine carrée de !'erreur quadratique moyenne conditionnelle (REQMC)

pour une région et e secteur commerce de détail
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4. ESTIMATEURS TEMPORELS

Dans les sections précédentes, nous avons examiné les méthodes les plus courantes utilisées
pour obtenir des estimations pour les petits domaines. Ces méthodes se servent de données
auxiliaires pour améliorer les estimations provenant d’'une enquéte ponctuetle. Cependant, de
nombreuses enguétes menées par des organisations telles que Statistique Canada, ont un(e'
caractéere continu. On peut alors élaboré des méthodes qui peuvent tirer profit de Pinformation

suppiémentaire comprise dans une série chronologique.

Choudhry et Hidiroglou (1987) ont examing le modéie suivant:

Vo, l8) =X, (£)B + 24w « e4(t) (4.1)

t. On suppose que le premier élément de ¥ (r) est égal & 1 pour tous les d et t: ceci

d

'

implique une ordonnée a {'origine dans le modéle (4.1}; ', est un vecteur de dimension D-1, ol

ie i-iéme élément de z',, z,;, est défini par

1 351 iU,
0 autrement

Le vecteur z, représente les effets fixes du modéle. On suppose aussi que les erreurs e ()

suivent un modele autorégressif,

eylt) = pey (=1} + e (L) (4.2)

ou le coefficient d'autocorrélation , ne dépend ni du domaine ni du temps. Les erreurs

g, () sont indépendantes et & distribution normale, avec moyenne zero et variance g}

L’ensembie des équations (4.1) et (4.2) nous conduisent au modéle suivant:
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y=XB+Zv-+e (4.3)

o0 ¥ = €oly qpC0l i eer (¥g,(E}) 4
X = coly, 4 pC0l pr (X (£))
Z=col () ®1, , 1= (1,1,...,1), ,

er & = col, 400l rley(L))

£n plus,

E{e) =0, Covie} = (£, ®T) =R

ol ¥, =diag (of, of,..., ¢2) e © est une matrice de dimension TxT avec (ij) -eme

glément Yy = {1-p2) 1 pli=3l . L'estimateur generalisé de moindres carrés de (p/, v) est

(g) . [(%;) - (x,z>]'1( ;‘) Ry - (4.4)

Notons que (4.4) dépend de deux inconnues: , et o2 . Ces deux inconnues sont estimées

en se servant de la méthode de Gauss-Newton [Hartley (1861)]. Une estimation de 4% pour

chacune des régions s'obtient en se servant de I'estimateur non-pondéré de moindres carrés. On

divise chaque résidu par 8, eta partir de ces résidus pondérés, on obtient une estimation

de , .Ces estimations sont alors introduites dans I'équation (4.4) et le processus répéié iusqu'é
Ce que les estimations de , etde o, convergent. Le meilleur “nrédicteur” non-biaisé {(MPNB)
dey, selon Goidberger (1964), est
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. b

Vegltl = P (8 «Biy, (£-1) -9, (£-1))

. 4.5
(x,z}(ﬂ] 43

©

ol

“
"

La matrice de covariance poury est

Coviy’) = (z,z)(( ‘:;}R"(Z, z)) (

2
- B2 T &1,
1-p? :

7
z'j - {4.8)

ol I estune matrice identité de dimension T.

Cette méthode a été utilisée pour estimer le taux de chomage dans 21 petites régions de la

Colombie-Britannique, pour lesquelies nous avions 36 mois (janvier 1983 a décembre -1985) de
données. Les données auxiliaires utilisées dans la regression étaient x, (t} = iog {nombre
mensuel de bénéficiaires des prestations de 'assurance chémage}, et x, (1) = I"estimation du

taux d’activité, ainsi que ies 20 variables dans z, representant I'effet de chacune des 21 petites

régions. La variable que nous cherchons & estimer est le taux de chdémage de chaque petite

région . (0 Dans le modele, on prend le Jogarithme naturel de cette variable. x (¢ ) estune
estimation ayant une erreur d'échantillonnage, mais celle-ci est petite par rapport & celle de
}s,( t)- P\c\)..ur ces données, I'estimation de 'autocorrélation  était 0.53 avec une écart-type de
0.03. Le coefficient de détermination pondéré (R?) était 0.98. Le graphique ci-dessous montre la
moyenne sur 36 mois du coefficient de variation estimé,.pour un estimateur du type ?me et pour
I'estimateur temporel y . Pour I'ensemble des 21 petites régions, la moyem;ne sur les 36 mois était

de 11% pour 'estimateur temporel, et de 18% pour I'estimateur du type ¥, ...
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Graphigue 3: Moyenne des coefficients de variation estimés du taux de chomage.
5. CONCLUSIONS

Nous avons passer en revue les principales méthodes d’estimations pour ies petits domaines.
Nous avons aussi examiné leur comportement, vis-a-vis du biais et de l'erreur Quadratique
moyenne, a l'aide d'une étude empirique. Parmi les méthodes étudiées la méthode qui corrige le
biais posséde plusieurs avantages. Elle est simple & utiliser et le biais conditionne! n'existe que
lorsque la taille réalisée de I'échantilion (n,) pour le domaine d est supérieur a la taille espérée
{E(n:)). De plus, on peut calculer des intervalles de confiance qui sont vaiables. Par contre,
Perreur quadratique moyenne pourrait étre supérieure a celle de I'estimateur plurement
synthétique, de I'estimateur de régression avec erreur emboftée, ou de I'estimateur de régressian
empirique de Bayes. 1l fam souligner cependant que ces estimateurs visent précisement a
minimiser cette erreur quadratique moyenne. En outre, ils ont quelques inconvénients: i) les
estimations qui en resultent peuvent étre sujeties & un biais conditionnel, peu importe Ia tailie
réalisée de I'échantillon, ii) il est alors impossible de construire un intervalle de confiance valabie
et iii) Il existe souvent trop peu d'observations pour permettre une estimation fiable des

composantes de la variance.

Prasad et Rao (1990) ont récemment englobé le modéle de régression avec erreur emboitée
et 'estimateur de régression empirique en se servant du modaie général linéaire avec erreur mixte
di & Henderson (1975). Ce modéle a la forme

Yy=Xp-+2v+e, (5.1}
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ouy est un vecteur d observations provenant d'un échantilion, X et Z sont des matrices connues.
et v ete sont des erreurs dont les distributions sont indépendantes, avec moyenne g e!

matrices de covariance G et R, respectivement. Le melileur "prédicteur” sans biais (MPSB) de

u= Fg + m'v est
£8.y) = VB + m'GZ'VYy - X ) (5.2)

ol ¥= B + Z@Z estla matrice de covariance dey et g = (X'VIX)(X'V 'y estlestimateur des

moindres carrés généralisés de p. Prasad et Rao (1990} estiment 'erreur quadratique moyenne

de g@,y) ol § estP'estimateur de g obtenue en utilisant les matrices de variance estimées G ot R

Cette erreur quadratique moyenne est

MSE[t(®) =MSE[t(8) - E[t(®)-1(8)]2. (5.3)

Les méthodes temporelies semblent étre particulierement prometteuses. Choudhry et Rao

(1989) ont modifié le modéle (4.1} en supposant que dans z; Ve Vo= (V) VeV représente des

ordonnées & I'origine aléatoires. C'est-a-dire.v~ MVN ( 0, 03 /) oul estla matrice identite d'ordre

D. Le modele gqui en résulte a la forme de I'équation (5.1) et g peut étre estime en se servant de
{5.2). Cette version du modéle est, en moyenne, 2.5 fois plus efficace vis-a-vis de l'erreur

quadratique moyenne, que celle dont il était question & I'équation {(4.1).

Aucune des méthodes synthétiques décrites dans cet article ne sert a produire des estimations
officielles & Statistique Canada. La seule méthode utilisée couramment est ce'!l_e de Drew, Singh
et Choudhry (1982). Cette méthode, qui ressembie beaucoup a celle de. Sai'fjda_i et Hidiroglou

(1989), produit des estimations annuelles du taux de chémage pour les 'pga'li"_t_eg_'régions.
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